
Algebra liniowa 1R, Lista 11

1. Uzasadnij: ker(F ◦G) ⊇ ker(G), Im(F ◦G) ⊆ Im(F ). (F,G to przekszta lcenia liniowe)

2. Znajdź nieparametryczne równania opisuja
‘
ce obrazy i ja

‘
dra przekszta lceń Rn → Rk o macierzach:

(

1 −2 3
−3 6 −9

)

; ( 5 −1 2 ) ;





5
−1
2



 ;





1 0 3
3 −1 0
1 1 2



 ;

3. Znajdź M−1. Wypróbuj wszelkie znane Ci sposoby. M =




0 1 0
1 0 0
0 0 1



 ;





1 0 0
0 0 −1
0 1 0



 ;





5 5 1
1 0 0
0 0 1



 ;





1 2 3
1 0 −1
0 1 1



 ;





1 −1 2
6 0 1
3 2 1



 ;





1 a b
0 1 c
0 0 1



 ;





a 0 0
0 b 0
0 0 c



.

4. Znajdź wartości i wektory w lasne. Porównaj krotność pierwiastka wielomianu charakterystycznego z
maksymalna

‘
możliwa

‘
liczba

‘
odpowiadaja

‘
cych mu liniowo niezależnych wektorów w lasnych.





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ;





1 1 0
0 1 0
0 0 1



 ;





1 1 0
0 1 1
0 0 1



 ;





2 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 ;





2 0 0
0 −1 1
0 0 −1



 ;





0 1 0
−4 4 0
−2 1 2



 .

5. Znajdź wszystkie wymierne pierwiastki wielomianów. Stwierdź też, ile maja
‘

one pierwiastków rzeczy-
wistych. (a) x3 + 5x2 + 2x− 8, (b) x3 + 5x2 + 5x + 4, (c) 2x3 − 10x2 + 7x + 3, (d) 6x3 + 7x2 − x − 2,
(e) −x3 − 7x2 + 3x + 27, (f) −x3 + 7, (g) 2x3 − (1 + 2

√
2)x2 + (

√
2 − 1)x +

√
2.

6. Udowodnij, że jeśli uk lad AX = Y ma dwa rozwia
‘
zania, to ma ich nieskończenie wiele.

7. Znajdź postać ogólna
‘
rozwia

‘
zania uk ladu AX = Y (a) dla: A =





1 2 −1
2 −1 1
1 7 −4



 ,





1 3 −2
3 9 −6
−2 −6 4



 ;

Y = (0, 0, 0)⊤, (1, 1, 1)⊤, (1,−2, 3)⊤, (−6,−3, 3)⊤, (2, 4, 2)⊤,

(−1, 3, 0)⊤, (1, 0, 3)⊤, (1, 3, 0)⊤, (4, 12,−8)⊤; (b) dla A =

(

1 −2 3
−3 6 −9

)

;Y =
(

0

0

)

,
(

2

0

)

,
(

−5

15

)

,
(

90

−30

)

.

8. Znajdź macierz (a) rzutu (prostoka
‘
tnego) na p laszczyzne

‘
3x+ 2y− z = 0; (b) rzutu (prostoka

‘
tnego) na

prosta
‘
X = t(1, 0,−7)⊤; (c) symetrii wzgle

‘
dem prostej X = t(−1, 2, 1)⊤.

9. Napisz macierze obrotów o ka
‘
t θ wokó l osi OX i wokó l osi OY . Dla θ = π/2 oblicz z lożenia tych

obrotów w obu możliwych kolejnościach.

10. Niech F : R2 → R3 i G : R3 → R2 be
‘
da

‘
odwzorowaniami liniowymi.

a) Uzasadnij, że F nie jest na.
b) Uzasadnij, że G nie jest 1 − 1.
c) Uzasadnij, że F ◦G nie jest odwracalne.

11. Podaj przyk lady przekszta lceń liniowych F,G : R3 → R3, takich że (a) ker(F ) ⊂ Im(F ) (b) Im(G) ⊂
ker(G). Postaraj sie

‘
znaleźć zarówno nietrywialne, jak i trywialne przyk lady.

12. Uzasadnij, że jeśli N3 = 0, to (I + N)−1 = I −N + N2. Użyj tego wzoru by policzyć





1 2 5
0 1 7
0 0 1





−1

.

13. Czy prawdziwe sa
‘

(dla odwracalnych macierzy 3 × 3) wzory: (MN)−1 = M−1N−1, (M + N)−1 =
M−1 + N−1, det(aM) = a det(M), det(M + N) = det(M) + det(N)?

14. Wektory (1,−2, 2)⊤, (−3, 0, 1)⊤, (7, 1, 0)⊤ sa
‘

wektorami w lasnymi przekszta lcenia liniowego T : R3 →
R3 o wartościach w lasnych odpowiednio −1,−3, 2. Znajdź macierz M tego przekszta lcenia.

15. Zdiagonalizuj macierz M : znajdź wartości w lasne i baze
‘
wektorów w lasnych; zapisz M w postaci PDP−1

z diagonalnym D; M =





1 4 −1
0 3 −5
0 0 −2



 .

16. Oblicz wyznacznik macierzy





121 −248
−321 625
144 −91





(

321 231 123
−619 26 −17

)

.



17. Podaj przyk lad przekszta lcenia liniowego F :R3 → R3, którego obraz jest p laszczyzna
‘
, ja

‘
dro jest prosta

‘
,

zaś ka
‘
t mie

‘
dzy ja

‘
drem a obrazem wynosi 60◦. (Napisz macierz takiego przekszta lcenia.)

18. O liniowych przekszta lceniach F,G,H : R3 → R3 wiadomo, że: F ◦ G ◦ H jest na, det(G) = −4,
H = F ◦G ◦ F . Udowodnij, że F jest różnowartościowe.

19. Niech F : R3 → R3 be
‘
dzie liniowe. Uzasadnij, że jeśli ker(F ) jest jednopunktowe/prosta

‘
/p laszczy-

zna
‘
/R3, to Im(F ) jest R3/p laszczyzna

‘
/prosta

‘
/jednopunktowe, odpowiednio.

20. Za lóżmy, że macierz A ma 3 różne wartości w lasne, i że AB = BA. Uzasadnij, że macierz B jest
diagonalizowalna.


