Algebra liniowa 1R, Lista 11
1. Uzasadnij: ker(F o G) D ker(G), Im(F o G) C Im(F). (F,G to przeksztalcenia liniowe)

2. Znajdz nieparametryczne réwnania opisujace obrazy i jadra przeksztalcen R — R* o macierzach:

5 1 0 3
(13 %2 39);(5 -1 2);(-1|;13 -1 0];
2 1 1 2
3. Znajdz M~'. Wyprébuj wszelkie znane Ci sposoby. M =
010 1 0 O 5 5 1 1 2 3 1 -1 2 1 a b a 0 0
10 0];(0 0 =1};41 0 Of;11 0 —=1]5({6 0 1}];10 1 c¢];{0 b O
0 0 1 01 0 0 0 1 01 1 3 2 1 0 0 1 0 0 ¢

4. Znajdz wartodci i wektory witasne. Poréwnaj krotno$é¢ pierwiastka wielomianu charakterystycznego z
maksymalna mozliwa liczba, odpowiadajacych mu liniowo niezaleznych wektoréw wiasnych.

100 110 110 2.0 0 2 0 0 0 10
o1 0):lo1o0o]:({o1 1);{0o =1 o]:lo -1 1];[-4 40
00 1 00 1 00 1 0 0 -1 0 0 -1 21 2

5. Znajdz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianéw. StwierdZ tez, ile maja one pierwiastkéw rzeczy-
wistych. (a) 3 + 522 + 22 — 8, (b) 2 + 52 + 52 + 4, (c) 223 — 1022 + Tz + 3, (d) 62% + 722 — 2 — 2,
(e) —2® — T2% + 32 + 27, (f) —2® + 7, (g) 22 — (1 +2v/2)2% + (V2 — )z + V2.

6. Udowodnij, ze jesli uktad AX =Y ma dwa rozwiazania, to ma ich nieskonczenie wiele.

1 2 -1 1 3 -2
7. Znajdz postaé¢ ogblng rozwiazania uktadu AX =Y (a)dla: A=(2 -1 1 |,| 3 9 —6];
Y = (O,O,O)T,(1,1,1)—‘7,(1,*2,3)17,(*6, 7373)T5(2745 2)T7 1 7 —4 -2 —6 4
1 -2 3 _
(_17350)T5(17053)T7(1a370)T7(4a127_8)T; (b) dla A = (_3 6 _9) ;Y: (8)’(3)’(1;)’(3130)

8. ZmajdZz macierz (a) rzutu (prostokatnego) na plaszezyzne 3z + 2y — z = 0; (b) rzutu (prostokatnego) na
prosta X = (1,0, —7)7; (c) symetrii wzgledem prostej X =#(—1,2,1)".
9. Napisz macierze obrotéw o kat 6 wokdl osi OX i wokét osi OY. Dla 8 = 7/2 oblicz zlozenia tych
obrotéw w obu mozliwych kolejnosciach.
10. Niech F: R? — R?i G : R? — R? beda odwzorowaniami liniowymi.
a) Uzasadnij, ze F nie jest na.
b) Uzasadnij, ze G nie jest 1 — 1.
¢) Uzasadnij, ze F o G nie jest odwracalne.
11. Podaj przyklady przeksztalceri liniowych F,G : R?® — R3, takich ze (a) ker(F) C Im(F) (b) Im(G) C
ker(G). Postaraj sie znalezé zaréwno nietrywialne, jak i trywialne przyklady.
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12. Uzasadnij, ze jedli N®> =0, to (I + N)~! =1 — N + N2. Uzyj tego wzoru by policzyé | 0
0
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13. Czy prawdziwe sa (dla odwracalnych macierzy 3 x 3) wzory: (MN)™! = M~IN-! (M + N)=! =
M=1+ N7t det(aM) = adet(M), det(M + N) = det(M) + det(N)?

14. Wektory (1,-2,2)T,(=3,0,1)T,(7,1,0)7 sa wektorami wlasnymi przeksztalcenia liniowego 7' : R3 —
R3 o wartoéciach wlasnych odpowiednio —1, —3,2. ZnajdZ macierz M tego przeksztalcenia.

15. Zdiagonalizuj macierz M: znajdz wartosci wlasne i baze wektoréw wlasnych; zapisz M w postaci PDP~!

1 4 -1
z diagonalnym D; M = | 0 3 -5
0 0 -2

16. Oblicz wyznacznik macierzy | —321 625

144  -91

121 —248
(—619 26 17

321 231 123)



17.

18.

19.

20.

Podaj przyklad przeksztalcenia liniowego F: R? — R3, ktdérego obraz jest plaszczyzna, jadro jest prosta,
za$ kat miedzy jadrem a obrazem wynosi 60°. (Napisz macierz takiego przeksztalcenia.)

O liniowych przeksztalceniach F,G, H : R®* — R? wiadomo, ze: F o G o H jest na, det(G) = —4,
H = F oG o F. Udowodnij, ze F jest roznowartosciowe.

Niech F': R® — R? bedzie liniowe. Uzasadnij, ze jedli ker(F) jest jednopunktowe/prosta/ptaszczy-
zna/R3, to Im(F) jest R3/plaszczyzna/prosta/jednopunktowe, odpowiednio.

Zalézmy, ze macierz A ma 3 rézne warto$ci wilasne, i ze AB = BA. Uzasadnij, ze macierz B jest
diagonalizowalna.



