Liczby zespolone V\/\yslll My : =1

CﬁMé ax Zbiér liczb zespolonych definiujemy tak: q_+L>(,
= C={(a,b)|a,beR}
W tym zbiorze okreslamy dziatania dodawania i mnozenia: O |
- . | -
(a,b) + (', V) = (a+a/,b+ V) (a+bi) + (a4 bi)=(ata)+ (bsb)i
. / / — I / / / R I_ | ] o
(a,b) - (', V') = (ad’ — bV, ab’ + ba') (a+b0) (a'+h c):(M_\,g)+ (GL,+L,¢,)

Fakt. (aksjomaty ciala)
Zbiér C z powyzszymi dziataniami i wyr6znionymi elementami 0 = (0,0) i 1 = (1,0)
spetnia warunki:

1) (ut+w)+z=u+(w+2)

2) ztw=w+z2

3) 2+ 0=2z2

4) Vze€ C)(3F €C)(z+ 7 =0)
5) (vw)z = u(wz)

6) vw = wu

N 1-z=

8) (Vz € C\{O})(Hz € C)(zz' =1)
9) u(z +w) =uz+ uw

10) 0 #£1

Definicja. Dowolny zbiér z dzialaniami +, - i wyréznionymi elementami 0, 1 (zwa-
nymi zerem i jedynka) nazywamy cialem, jesli spelnia warunki 1-10 powyzszego faktu.

o wie sg gulaw
Przyktadami cial sa: “l, Ql F? (-vesit7v~o¢lu0.of’, - PM) N 7 Z/“l
Dowdd faktu: bezposredni rachunek. . . ~n ““f 5¢‘+ pueases
Najtrudniejszy jest warunek 8). Przyktad:

1 1-(3-4¢) _  3-k 3 4i

A Fea(3-00) 3P (@Y 9446 25 ( 25>
4'(‘1"’2) a-lot

R = c . a _ b .

a+ bi (q_(,bl-'\(o_loa) 03+l°2 - d“'bz_j' qr_‘b'l.) ¢

Formah ne meg) W'e{wy 22 (ab)e®, 2+0. Niech
>l < ( a _(:’_) SWWJA,Awy,'Ee z-zl=4|:

deb® | dlal?

(00 (S, - 25)= (2~ ba), » (25) b B)= (4,0

Ogolniej:

1
Fdd: zwe\o} S2w=9. g?dmzo -0
Ddi 2! chidhe Jo 2w (zad-ie 2 8). Gdyby 2w =0 Ho | TS \Z(co+c0)—z Q
'z'\O"ZW ~ 2'@=2(ZW)=(ZZ)W= 1Tw=w \20#20-—20

+ 2/ Qe Llez00 (4)



Warunki 5) i 9) sa zmudne. Jest na nie sposéb:
. , _fa —b
N1echC-{<b a)|a,b€R}.

a

b

dziatania zespolone na dzialania na macierzach:
Dodawanie:

(a )+ () = (ata, ["*b()
Doy

( o+a' —E—L'
Q - &) + (O\II —L P— | |
b « b al b+b atal

Odwzorowanie C > (a,b) — _ab) € C’ jest bijekcja. Ta bijekcja przeprowadza

Mnozenie:

(a ,‘o\) : (a' ) lo‘> — ( O\d.‘— BE' ) OL)oI—l-oL(b)
$ Y ¢
<°L -b (QI —bl - <Clal-uol —au— ba
b O~>‘ Y o! >"‘ ba! +alo, —bb' o ,>

a

(l

Zero: ®=(OIO§ ~> (8_8) O

Jedynka:

1=(1,00 — (5 1)=T



Wiemy, ze mnozenie macierzy jest laczne; zatem i mnozenie liczb zespolonych jest
taczne. Podobnie z rozdzielnos$cia. Odwracanie:

Jedli (a,b) # 0, to det (Z _b) ~|a-b = a_z_,,{: :/:O

“ b a
—1
: a —b | b a - -b
i wtedy (b a) = m --qb q_) — at+l? o +h? [
" o e
—
&+ atH*

Fakt. Jedli 22/ = 22" =1, to 2/ = 2".

Dowadd.
z'=2'4=2"(22")=(2'2) = 4-2"==" g

1

bl

Jedyny element 2’ speliajacy zz' = 1 nazywamy odwrotnym do z i oznaczamy 2z~
1 1ub 1/2.

Dzielenie okreslamy tak: © =w-27".

Odejmowanie: (a,b) — (a/,b') = (a —d',b—=1V").

Bedziemy pisa¢ a + bi zamiast (a, b).

i= O+r4v =(0,1)

0.12 = (0,4)- (0,4) =((0-0 -4-1)  (0-1+1.0)) = (-1, 0)=-(1,0)=-1
1= (1,0)= 440 = 4

0=(0,09)=0+0i= 0

Odwzorowanie R 3 a — (a,0) = a4+ 0-i € C pozwala utozsami¢ R z po@ﬂbiorem C,
z zachowaniem dziatan.
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arbi = (a,0)+ (b,0-(0,4)= (a,0)+ (b0-04,0-04b-4) — (a0 (0,6)=(c9




Definicje.

Elementy C nazywamy liczbami zespolonymi.
Liczby urojone to liczby postaci bi, b € R.
Liczby rzeczywiste to liczby postaci a, a € R.

z=a,+ bi
02esc wista —>" Hes
U-Ov[s-y 250 Lowel 2 (ALn—Lly 2espo [oung 2
Ozu; Re(z) Ozv 1 |m (2)
Pl Re(2-3)=2, lm(2-30)=-3

02¢5¢ Uvojona

Mdgenowo ;| 2l=
——>Modulem liczby z = a + bi nazywamy liczbe |z| = va? 4 b2. | | Aé(-(z)
Zachodza wzory: [z | = \l det(zw) =
2w = [2] - |w] \ ded) -olet () =

—> Sprzezeniem liczby zespolonej z = a + bi nazywamy liczbe Z = a — bi.

Zachodzg wzory: = =2T
(z€eR) <= (z2=72) b -,-( b)
- — K- S RN
z+w=ZzZ+w b o a
ZW =72 W X9] g
|2]? = 2 ~ Z



Interpretacja geometryczna ot (coc 7‘_‘_-“_)‘ ¢)

(ap)esatbi=72 /

P =omy (@)

S

z= (t\ (—(o\)'-f- a-bi

Posta¢ trygonometryczna:
z=a+bi=rcos¢+rsingi=r(cos¢ -+ ising)

Liczbe ¢ pasujaca do tego wzoru nazywamy argumentem liczby z i oznaczamy argz.
Jest ona okreslona z dokladnoscia do dodania catkowitej wielokrotnosci liczby 2mw. Ar-
gument lezacy w przedziale (—m, 7| nazywamy argumentem glownym i oznaczmy Argz.
(Czesto uzywa sie raczej przedziatu [0, 27).)

Fakt. Przy mnozeniu liczb zespolonych ich moduty sie mnoza, a ich argumenty sie
dodaja.
Dowéd:

~ (ws'.e +i;tu({,)- s (Coqu +is&4q/): s ((\OOSLP 'oosq}—s&u()-siuqJ)/+

+(m;(f-shq)+shgpwsq9)i) - ot ((e‘:q})

\ o
sin (p+ ) w TS (cos (ey) +i sLMC&e+\|)))

Wnhniosek. (wzér de Moivre’a)

(cos¢ + isin @)™ = cosng + isinng
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Pierwiastkowanie
Definicja. Liczbe w nazywamy pierwiastkiem stopnia n z liczby z, jesli w" = z.

Fakt.
Niezerowa liczba z ma dokladnie n pierwiastkow stopnia n.
Jesli z = r(cos ¢ + isin ¢), to pierwiastki te mozna opisa¢ wzorem

W(COSM-I-Z'SHIM), k=0,1,...,.n—1
n n
D\'J: w'=2z  Nied, w= s(“sq)—l-is‘mkp).

—

s (s vup-l-istumq,} = ~v (Lwos g{)-\-tsc\ue)
<= —_— g-=“\r°_;l (geI'R,;}O)
=OSV\\|J= cos\‘o

SLV\VILP = ;Lk(.f

—_:) nk\}=\f+k.?—'ﬂ" \ceZ

L2l
n

2@ P (-2 e
sz F(ms R T (s +h > ) ke

W

e

=L

Zauknmuy,u Wk—(-\n =Wy

+ ([l_+h)-2( le-2
cos £ T — cos <5% +'zrr>= Cos
Suw " Stw

= e W Wy - o) Wy oocg-s M«y J Lol dpoe.rumﬁﬁvf

pt 2l

n

cuv

w,="(+ <w5 (—LV;L.; |<£;Lr> +{ ciw G’;,L +|¢¥)

Pierwiastki stopnia n z liczby z o module r i argumencie ¢ leza w wierzchotkach n-kata
foremnego wpisanego w okrag o $rodku 0 i promieniu {/7; jeden z nich ma argument ¢/n.
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A 2=-r(¢<9$<{+i.duke)
N2 -
¢ | .
\ = T (cos ot st 1)
N
D




