
Jak liczyć macierz odwrotną?

II) Wzory Cramera: jeśli AX = Y , to

xi =
1

detA
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Porównując to z wersją xi =
�3

j=1(A
−1)ijyj wzoru X = A−1Y dostajemy

(A−1)ij =
1

detA
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lub, z użyciem iloczynu wektorowego:

A−1 =
1

detA
(A2 ×A3, A3 ×A1, A1 ×A2)
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III) Bardziej proceduralnie:
1) Każdy wyraz zastępujemy wartością wyznacznika powstałego przez wykreślenie z

A tego wyrazu wraz z jego wierszem i kolumną.




1 0 −1
2 1 0
3 2 3




2) Transponujemy.

3) Zmieniamy znaki “w kratkę”.

4) Dzielimy przez detA.



Diagonalizacja

Dla liniowego przekształcenia F :R3 → R3 / macierzy A ∈ M3×3(R) określamy
• wartość własną;
• wektor własny;
• wielomian charakterystyczny χF (x) / χA(x)

analogicznie jak w R2.

Fakt.
λ jest wartością własną F ⇐⇒ λ jest pierwiastkiem χF (x).
Dowód.

χA(x) =

������

a− x ∗ ∗
∗ b− x ∗
∗ ∗ c− x
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=

Możliwe położenia wartości własnych A ∈ M3×3(R):



Jak szukać pierwiastków wielomianu stopnia > 2?

Lemat. Jeśli P (x) = anx
n+. . .+a1x+a0 ma współczynniki całkowite oraz P ( pq ) = 0,

gdzie p
q jest ułamkiem nieskracalnym, to p|a0 oraz q|an.

Przykład. P (x) = −x3 + 8x− 2





Fakt.
Jeśli X, Y , Z są trzema niezerowymi wektorami własnymi liniowego F :R3 → R3,

odpowiadającymi, odpowiednio, trzem różnym wartościom własnym λ, µ, η, to X,Y, Z są
liniowo niezależne.

Twierdzenie.
Niech X,Y, Z będą liniowo niezależnymi wektorami własnymi macierzy A ∈ M3×3(R),

odpowiadającymi wartościom własnym λ, µ, η ∈ R (odpowiednio). Wtedy istnieje odwra-
calna macierz P ∈ M3×3(R), taka że

A = P




λ 0 0
0 µ 0
0 0 η


P−1

Dowód. Jak w R2.

Użyteczny fakt. (Ale jak go udowodnić?)

(∀A,B ∈ M3×3(R))(det(AB) = det(A) · det(B))



Rekurencja

Zadanie.
Wyznacz wzór na n-ty wyraz ciągu zadanego rekurencyjnie:

an+3 = 2an+2 + 5an+1 − 6an, a0 = −2, a1 = −1, a2 = 17.




