
Izometrie R3

Izometria R3 to funkcja z R3 w R3 zachowująca odległość.

Własności izometrii R3 analogiczne do własności izometrii R2:

1) Każda izometria R3 jest złożeniem izometrii zachowującej 0 i pewnej translacji.

2) Funkcja F :R3 → R3 zachowująca 0 jest izometrią ⇐⇒ zachowuje iloczyn skalarny.

3) Izometria R3 zachowująca 0 jest liniowa.

Przykłady:



Orientacja

Definicja.
Uporządkowana trójka wektorów (X,Y, Z) w R3 jest

• dodatnio zorientowana – jeśli det(X,Y, Z) > 0;
• ujemnie zorientowana – jeśli det(X,Y, Z) < 0;

Fakt.
Niech (X,Y, Z) będzie ortonormalną bazą R3

(tzn. �X� = �Y � = �Z� = 1, X ⊥ Y ⊥ Z ⊥ X).
Wówczas: (X,Y, Z) jest dodatnio zorientowana ⇐⇒ Z = X × Y ⇐⇒ X = Y × Z

⇐⇒ Y = Z ×X.

Niech u ∈ R3. Co to jest Ru,θ?



Macierze liniowych izometrii R3

Twierdzenie.
Niech A ∈ M3×3(R). Następujące warunki są równoważne:

1) A jest macierzą izometrii.
2) Kolumny A są długości 1, wzajemnie prostopadłe.
2’) A�A = I;
3) Wiersze A są długości 1, wzajemnie prostopadłe.
3’) AA� = I.
4) A jest odwracalna i A−1 = A�.

Dowód.



Przykład.
Czy poniższa macierz może być macierzą izometrii? Z jaką trzecią kolumną?
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Klasyfikacja liniowych izometrii R3

Niech F :R3 → R3 będzie liniową izometrią.
F ma rzeczywistą wartość własną λ i odpowiadający jej jednostkowy wektor własny v.

Lemat 1. λ = ±1.
Dowód

Lemat 2. Jeśli w ⊥ v, to F (w) ⊥ v.

Konkluzja: F zachowuje zarówno prostą � = {tv | t ∈ R}, jak i prostopadłą do niej
płaszczyznę π = {w ∈ R3 | w ⊥ v}.

Niech G:π → π będzie ograniczeniem F do π; G jest izometrią płaszczyzny π za-
chowującą 0, zatem jest obrotem lub symetrią względem przechodzacej przez 0 prostej.



Tabelka klasyfikacyjna

Twierdzenie. Liniowa izometria R3 jest obrotem wokół prostej lub symetrią obro-
tową.



Jak napisać macierz obrotu?

m(Ru,θ) wyliczymy jako PAP−1, gdzie A będzie macierzą tegoż obrotu w dobrze
dobranym liniowym prostokątnym układzie współrzędnych, a P macierzą przejścia.

Ten nowy układ współrzędnych będzie związany z ortonormalną bazą (U, V,W ):
U = u

�u� ;
(V,W ) to ortonormalna baza płaszczyzny U⊥;
(U, V,W ) jest dodatnio zorientowana (czyli np. W = U × V ).

P = (U, V,W ), P−1 = P�, A =
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Przykład.
m(R(1,2,1)�,θ) =?


