Izometrie R?

Izometria R3 to funkcja z R® w R? zachowujaca odleglogé.

Wtlasnoéci izometrii R? analogiczne do wlasnoéci izometrii R?:
1) Kazda izometria R? jest ztozeniem izometrii zachowujacej 0 i pewnej translacji.

2) Funkcja F: R? — R3 zachowujaca 0 jest izometria <= zachowuje iloczyn skalarny.

3) Izometria R? zachowujaca 0 jest liniowa.
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Orientacja

Definicja.

Uporzadkowana tréjka wektoréw (X,Y, Z) w R3 jest
e dodatnio zorientowana — jesli det(X,Y, Z) > 0;
e ujemnie zorientowana — jesli det(X,Y, Z) < 0;

Pad : €, B, 5;) Jeit + zoiectomca : deb (B, E3)= | 45| (50
det (64,2)= XN, 2D
VAN
Z X v <X;¢i,23>0
(XD +zovedtonna
/XKYI Z>=O
L, 22 <0
2 Z (ry2) — —retedmA

Fakt.

Niech (X,Y,Z) bedzie ortonormalng baza R3

(tzn. | X|| =Y =]Z|=1, X LY L Z 1 X).

Wéwezas: (X,Y, Z) jest dodatnio zorientowana <= Z =X xY <= X =Y xZ
— Y =xX.
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Macierze liniowych izometrii R?

Twierdzenie.

Niech A € M343(R). Nastepujace warunki sg rownowazne: /I
1) A jest macierza izometrii. ( Unwowey 1) /7
2) Kolumny A sa dtugosci 1, wzajemnie prostopadte. < |
2) ATA=1T; 2' &2 3> 3
3) Wiersze A sa dlugoéci 1, wzajemnie prostopadte. 7
3) AAT = 1. \
4) A jest odwracalnai A=t = AT, 4 <
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Przyktad.
Czy ponizsza macierz moze by¢ macierza izometrii? Z jaka trzecia kolumna?
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Klasyfikacja liniowych izometrii R3
Niech F:R3? — R3 bedzie liniowa izometria.
F ma rzeczywista wartos¢ wlasng A i odpowiadajacy jej jednostkowy wektor wlasny v.
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Konkluzja: F' zachowuje zaréwno prosta ¢ = {tv | t € R}, jak i prostopadla do niej
plaszczyzne m = {w € R® | w L v},

Niech G:7m — 7 bedzie ograniczeniem F' do 7; G jest izometria plaszczyzny m za-
chowujaca 0, zatem jest obrotem lub symetria wzgledem przechodzacej przez 0 prostej.



Tabelka klasyfikacyjna
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Twierdzenie. Liniowa izometria R? jest obrotem wokét prostej lub symetria obro-
towa.



Jak napisa¢ macierz obrotu?

m(Ry.g) wyliczymy jako PAP~!) gdzie A bedzie macierza tegoz obrotu w dobrze
dobranym liniowym prostokatnym uktadzie wspoétrzednych, a P macierza przejscia.

Ten nowy uktad wspélrzednych bedzie zwiazany z ortonormalna baza (U, V, W):

U= H—ZH;

(V,W) to ortonormalna baza plaszczyzny U-;

(U, V,W) jest dodatnio zorientowana (czyli np. W =U x V).

1 0 0

P=(UV,W), P'=P" A=10 cosf —sinb
0 sinf cosé

N(Rk,e): PAPhi

-4 O o) ¢
VV‘(SU_L° Qu,e): P 0 c«s® -si8 | P
0 (&b sB
dot R, o= def w(Reg)= dek (PAP) = 0[2:' /-\=01
-1

]

Gl'a_ (Su.(.cﬁu|9) = g :2 —i:ee = -4



Przyklad. 1 4
T4) =" =2 —
m(R21)7 0) Wn b | U_ G (

v
Uz -~ % - 1/\f3—o 41 o © Y 2ME e
V"‘(Ru,eﬁz 20z T 2/ ||O =0 <8 |-z 4% O]=..

0 «ud =0/ \ g 50 %@



