
Kolokwium z algebry liniowej B1, 23 pa¹dziernika 2006

Zadanie 1. Dla jakich warto±ci parametru t wektory
(

1+t
2+2t

)
i
(

1−t
1−2t

)
s¡ liniowo niezale»ne?

Zadanie 2. Prosta ` przechodzi przez punkty A =
(

2
4

)
i B =

(−1
−2

)
. Znajd¹ dowolny niezerowy

wektor v o tej wªasno±ci, »e k¡t pomi¦dzy prost¡ wyznaczon¡ przez v i prost¡ ` wynosi π6 .

Zadanie 3. Wiadomo, »e A =
(

2
4

)
, B =

(−1
2

)
, U =

(
3
−1

)
, V =

(
1
1

)
, a F : R2 → R2 jest

przeksztaªceniem liniowym o tej wªasno±ci, »e F (A + tU) = B + tV zachodzi dla dowolnego
t ∈ R. Znajd¹ macierz przeksztaªcenia F .

Zadanie 4. O liczbach a, b, c, d ∈ R wiadomo, »e dla dowolnych e, f ∈ R ukªad równa«

{
ax+ by = e

cx+ dy = f

ma co najmniej jedno rozwi¡zanie. Udowodnij, »e dla dowolnych e, f ∈ R powy»szy ukªad równa«
ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.

Kolokwium z algebry liniowej B1, 30 pa¹dziernika 2007

Zadanie 5. Dla jakich warto±ci parametru t ∈ R wektor U =
[
1
t

]
nie jest kombinacj¡ liniow¡

wektorów A =
[
t
1

]
oraz B =

[
2

t+ 1

]
. Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 6. Niech FM b¦dzie przeksztaªceniem liniowym pªaszczyzny o macierzy M =
[
2 1
4 −1

]
za± TP translacj¡ o wektor P =

[
3
3

]
. De�niujemy przeksztaªcenie pªaszczyzny G = FM ◦ TP .

Oblicz pole trójk¡ta o wierzchoªkach G49(U), G49(V ), G49(W ), gdzie U =
[
−2
3

]
, V =

[
1
0

]
,

W =
[
2
2

]
. Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 7. Niech U =
(

5
5

)
, W =

(
7
1

)
, za± ` niech b¦dzie prost¡, tak¡ »e S`(U) = W .

a) Uzasadnij, »e
(

0
0

)
∈ `.

b) Znajd¹ m(S`).

Zadanie 8. O wektorach U, V,W ∈ R2 wiadomo, »e ich dªugo±ci wynosz¡: ‖U‖ =
√

13, ‖V ‖ =√
5, ‖W‖ =

√
10, natomiast iloczyny skalarne pomi¦dzy nimi: 〈U, V 〉 = −4, 〈V,W 〉 = −1,

〈W,U〉 = −9. Udowodnij, »e U + V +W = ~0.

Zadanie 9. Przez Z2 =
{(

x
y

)
: x, y ∈ Z

}
oznaczamy zbiór punktów pªaszczyzny o obu wspóªrz¦d-

nych caªkowitych. Podaj przykªad macierzy A (o rozmiarze 2 × 2 i wyrazach rzeczywistych),
której wszystkie wyrazy s¡ ró»ne od zera i o tej wªasno±ci, »e odpowiadaj¡ce jej odwzorowanie
FA speªnia FA[Z2] = Z2. Uzasadnij, »e podany przez Ciebie przykªad speªnia warunki zadania.

Zadanie 10. Znajd¹ odwzorowanie liniowe P : R2 → R2 (to znaczy: znajd¹ jego macierz) o tej
wªasno±ci, »e P [k] = k′ oraz P [`] = `′, gdzie k jest prost¡ o równaniu 2x+ 3y = 2, ` jest prost¡
o równaniu x − 2y = 1, k′ jest prost¡ o równaniu 2x − 5y = −1, a `′ jest prost¡ o równaniu
3x− 4y = 2.

Kolokwium z algebry liniowej B1. 4 listopada 2003

Zadanie 11.
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a) Ile jest prostych przecinaj¡cych prost¡ x = 2 w punkcie
(

2
0

)
pod k¡tem 30◦? Uzasadnij

odpowied¹ rysunkiem.

b) Znajd¹ równanie ogólne prostej przechodz¡cej przez punkt
(

2
0

)
, która przecina prost¡ x = 2

pod k¡tem 30◦, za± prost¡ −x+ y = −2 pod k¡tem 75◦.

Zadanie 12. Oblicz 〈G(X), G−1(Y )〉, wiedz¡c »e G = C ◦D, m(C) =
[
−1 1
1 1

]
, m(D) =

[
1 2
3 4

]
,

X =
(−1

3

)
, Y =

(
2
2

)
.

Zadanie 13.

a) Uzasadnij, »e je±li G jest przeksztaªceniem liniowym, to G(0) = 0.

b) Zaªó»my, »e G jest przeksztaªceniem liniowym, za± U niezerowym wektorem, przy czym
przeksztaªcenie T−U ◦G ◦ T3U jest liniowe. Udowodnij, »e U jest wektorem wªasnym prze-
ksztaªcenia G i znajd¹ odpowiadaj¡c¡ mu warto±¢ wªasn¡.

Zadanie 14. Niech G b¦dzie liniowym przeksztaªceniem pªaszczyzny, takim »e detG = 2. Udo-
wodnij, »e istnieje wektor U ∈ R2, taki »e ‖U‖ = 1, ‖G20(U)‖ > 1000.

Kolokwium z algebry liniowej B1, 8 listopada 2004

Zadanie 15. Wysoko±ci trójk¡ta ABC przecinaj¡ si¦ w punkcie H. Wiadomo, »e A =
(

4
−2

)
,

B =
(−1

3

)
, H =

(
1
−1

)
. Wyznacz wspóªrz¦dne punktu C.

Zadanie 16. Niech U =
(

3
4

)
, W =

(
0
5

)
, za± ` niech b¦dzie prost¡, tak¡ »e S`(U) = W .

a) Uzasadnij, »e
(

0
0

)
∈ `.

b) Znajd¹ m(S`).

Zadanie 17. Punkt P le»y na boku AB równolegªoboku ABCD. Udowodnij, »e det( ~PC, ~PD) =
det( ~AB, ~AD).

Zadanie 18. Podaj przykªad odwracalnej macierzy A i niezerowego wektora X ∈ R2, takich »e X
nie jest wektorem wªasnym A, a mimo to punkty A−1X, X, AX le»¡ na jednej prostej. Sprawd¹
»¡dane wªasno±ci.

Zadanie 19. Znajd¹ jawny wzór na n-ty wyraz ci¡gu zadanego rekurencyjnie: a0 = 0, a1 = 1,
an+1 = an + 2an−1 dla n ≥ 1.

Zadanie 20. Niech 0 oznacza macierz zerow¡: 0 =
(

0 0
0 0

)
.

a) Podaj przykªad macierzy A, takiej »e A 6= 0, ale A2 = 0.

b) Udowodnij, »e je±li B jest macierz¡ i B98 = 0, to B2 = 0.

Kolokwium z algebry liniowej B1, 21 listopada 2005

Zadanie 21. Ile jest liniowych izometrii R2 o ±ladzie
√

3 ? Znajd¹ je wszystkie; napisz ich
macierze.

Zadanie 22. Znajd¹ jawny wzór na n-ty wyraz ci¡gu zadanego rekurencyjnie: a0 = 4, a1 = 1,
an+1 = −3an + 10an−1 dla n ≥ 1.
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Zadanie 23. Zaªó»my, »e wektory A,B,C ∈ R2 speªniaj¡ warunek ‖A+B+C‖ = 9. Czy wynika
st¡d, »e przynajmniej jeden z wektorów A,B,C a) ma dªugo±¢ ≥ 3? b) ma dªugo±¢ ≤ 3?

Zadanie 24. Niech ` oznacza prost¡ o równaniu x = 1, za± F : R2 → R2 niech b¦dzie przeksztaª-
ceniem liniowym o nast¦puj¡cej wªasno±ci: je±li p ∈ `, to F (p) ∈ `.

a) Udowodnij, »e
(

0
1

)
jest wektorem wªasnym F .

b) Udowodnij, »e 1 jest warto±ci¡ wªasn¡ F .

c) Udowodnij, »e je±li warto±¢ wªasna F odpowiadaj¡ca wektorowi wªasnemu
(

0
1

)
nie jest

równa 1, to istnieje punkt q ∈ ` taki »e F (q) = q.

Zadanie 25. Jaka jest najwi¦ksza mo»liwa dªugo±¢ wektora A, je±li wiadomo, »e |〈
(

1
1

)
, A〉| ≤ 1 i

|〈
(

1
2

)
, A〉| ≤ 1 ? (Wsk: rysunek mo»e pomóc.)

Kolokwium z algebry liniowej B1, 30 listopada 2006

Zadanie 26 (10 punktów). Oblicz

[
−7 13
−5 9

]17

. Nie pomyl si¦ w rachunkach.

Zadanie 27 (10 punktów). Znajd¹ obraz (to znaczy: znajd¹ jego równanie ogólne) krzywej C ⊆
R2 o równaniu 3x2 + 4xy + 7y2 = 1 w symetrii wzgl¦dem prostej o równaniu y = 3

4x.

Zadanie 28 (10 punktów). Na krzywej C ⊆ R2 o równaniu 2x2−72xy+ 23y2 = 50 znajd¹ punkt
najbli»szy pocz¡tkowi ukªadu wspóªrz¦dnych. Je±li takich punktów jest wi¦cej, wystarczy »e
znajdziesz jeden z nich. Wskazówka: rysunek mo»e pomóc.

Zadanie 29 (2 + 8 punktów).

• zapisz w postaci a+ bi (a, b ∈ R) iloczyn (2 + i)(5 + i)(8 + i);

• o k¡tach α, β, γ wiadomo, »e 0 < α, β, γ < π
2 oraz »e tgα = 1

2 , tg β = 1
5 , tg γ = 1

8 . Oblicz
α+ β + γ. Wskazówka: rysunek i liczby zespolone mog¡ pomóc.

Zadanie 30 (10 punktów). Funkcja A : R2 → R2 jest przeksztaªceniem liniowym i wiadomo, »e
wektory

(
1
1

)
,
(

1
−1

)
,
(−2

0

)
s¡ jego wektorami wªasnymi. Udowodnij, »e A jest jednokªadno±ci¡.

Zadanie 31 (3 + 7 punktów).

• Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego A : R2 → R2 (to znaczy: jego macierz), którego
warto±ciami wªasnymi s¡ −1 i 1, a które nie jest izometri¡. Uzasadnij krótko, dlaczego
podana przez Ciebie macierz speªnia warunki zadania.

• O przeksztaªceniu liniowym A : R2 → R2 wiadomo, »e jego warto±ciami wªasnymi s¡ −1 i
1. Udowodnij, »e A4 jest izometri¡.

Kolokwium 2 z Algebry liniowej B1, 11 grudnia 2007

Zadanie 32. Podaj przykªad elipsy (to znaczy: podaj odpowiadaj¡ce jej równanie ogólne krzywej
drugiego stopnia) o tej wªasno±ci, »e jej dªugo±ci póªosi wynosz¡ 2 i 3 oraz »e jedn¡ z jej osi
symetrii jest prosta 3x − 4y = 0. Uzasadnij, »e podane przez Ciebie równanie speªnia warunki
zadania.

Zadanie 33.

• Oblicz

[
−5 −3
7 4

]98

. Je±li odpowied¹ nie wynika z rachunku, uzasadnij j¡.
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• Oblicz

[
−4 5
−2 2

]98

. Je±li odpowied¹ nie wynika z rachunku, uzasadnij j¡.

Zadanie 34. Czy podane równanie ma (co najmniej jedno) rozwi¡zanie w zbiorze liczb zespolo-
nych? W ka»dym przypadku odpowied¹ krótko uzasadnij.

• z2 + 16z + 720 = 0;

• z12 + 16z6 + 720 = 0;

• z3 + 27z2 − 256z + 1024 = 0;

• z7 + (12 + 12i) z6 +
(√

3
2 −

i
2

)
z5 − 4z4 + 4iz3 +

√
3z2 −

√
3z + 12 = 0;

• z z + 4 = 0;

• (3 + 2i)z + (3− 2i)z = 5− 6i;

Zadanie 35. Krzywa C zadana jest równaniem

C =
{(

x

y

)
∈ R2 : 4x2 − 4xy + 7y2 = 10

}
.

Podaj przykªad izometrii liniowej P : R2 → R2 (to znaczy: podaj jej macierz) ró»nej od iden-
tyczno±ci oraz ró»nej od symetrii ±rodkowej oraz o tej wªasno±ci, »e P [C] = C. Uzasadnij, »e
podana przez Ciebie macierz speªnia warunki zadania.

Zadanie 36.

• (ªatwe) Podaj przykªad macierzy A ∈M2(C) o tej wªasno±ci, »e A2 =
[

0 2
−2 5

]
.

• (trudne) Podaj przykªad macierzy A ∈M2(C) o tej wªasno±ci, »e A2 =
[
2 −1
4 6

]
.

Zadanie 37. C jest parabol¡ o równaniu

C =
{(

x

y

)
∈ R2 : y = x2

}
,

za± P : R2 → R2 jest odwzorowaniem liniowym o tej wªasno±ci, »e P [C] = C.

• (ªatwe) Uzasadnij, »e P jest odwzorowaniem odwracalnym.

• (trudne) Uzasadnij, »e
(

0
1

)
oraz

(
1
0

)
s¡ wektorami wªasnymi P .

• (ªatwe) Zaªó»my, »e
(

0
1

)
oraz

(
1
0

)
s¡ wektorami wªasnymi P . Niech λ, µ ∈ R (λ 6= µ) b¦d¡

pierwiastkami wielomianu charakterystycznego odwzorowania P . Udowodnij, »e λ = µ2

lub µ = λ2.

Kolokwium z algebry liniowej B1, 19 grudnia 2005

Zadanie 38. Niech A =
[
100 401

200
50 1

]
. Udowodnij, »e dla dowolnego X ∈ R2

lim
n→+∞

det(AnX,An+1X) = 0.
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Zadanie 39. Prosta L1 ⊆ R2 dana jest równaniem 2x − y = 7, a L2 jest prost¡ równolegª¡ do
wektora U1 =

(
1
−1

)
przechodz¡c¡ przez punkt U2 =

(
0
2

)
. Znajd¹ równanie parametryczne prostej

L1 i równanie ogólne prostej L2. Znajd¹ cosinus k¡ta ostrego mi¦dzy prostymi L1 i L2.

Zadanie 40. Znajd¹ pewne dwa wektory wªasne macierzy

[
4 −1
2 1

]
, takie »e rozpinany przez nie

równolegªobok ma pole 3.

Zadanie 41. Zaªó»my, »e U =
(

3
4

)
, V =

(
0
5

)
, ` jest prost¡ w R2 przechodz¡c¡ przez

(
0
0

)
, S` jest

symetri¡ (osiow¡) wzgl¦dem ` oraz S`(U) = V . Znajd¹ m(S`).

Zadanie 42. Znajd¹ tak¡ warto±¢ parametru a, by poni»szy ukªad byª niesprzeczny dla dokªadnie
jednej warto±ci parametru b. Czy takie a jest jedyne? Wszystkie odpowiedzi uzasadnij. [ukªad
nazywamy niesprzecznym, je±li ma co najmniej jedno rozwi¡zanie]{

2x− 5y = 7
ax+ 3y = b

Zadanie 43. Zaªó»my, »e F jest liniowym przeksztaªceniem R2, wektory A,B ∈ R2 s¡ niewspóª-
liniowe i F (A) = B, F (B) = A. Wyznacz warto±ci wªasne F .

Kolokwium 3 z Algebry liniowej B1, 15 stycznia 2008

Zadanie 44. Macierz A zadana jest jako A =

 1 2 −1
3 1 −2
−2 1 4

, a macierz B jest jej odwrotno±ci¡:

B =

b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 = A−1. Oblicz b21 oraz b13.

Zadanie 45. Czworo±cian ABCD ma wierzchoªki: A = [3, 5, 2]T , B = [3, 2,−1]T , C = [4, 3, 0]T ,
D = [2, 3,−1]T .

a) oblicz pole ±ciany ABC;

b) oblicz obj¦to±¢ czworo±cianu ABCD;

c) oblicz wysoko±¢ h (to znaczy: jej dªugo±¢) opuszczon¡ z wierzchoªka D na pªaszczyzn¦
ABC.

Zadanie 46. Znajd¹ posta¢ ogóln¡ rozwi¡zania ukªadu AX = Y dla: A =

1 2 −1
2 −1 1
1 7 −4

 oraz

a) Y = (0, 0, 0)T ; b) Y = (1, 1, 1)T ; c) Y = (1,−2, 3)T ; d) Y = (−6,−3, 3)T ; e) Y = (2, 4, 2)T ; f)
Y = (−1, 3, 0)T ; g) Y = (1, 0, 3)T ;

Zadanie 47.

a) Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego F : R3 → R3 (to znaczy: podaj jego macierz) o
tej wªasno±ci, »e F [Π] = `, gdzie Π jest pªaszczyzn¡ Π = {[x, y, z]T : 2x+ 3y − z = 0}, a `
jest prost¡ ` = {t[1, 4, 2]T : t ∈ R}. Uzasadnij, »e podane przez Ciebie przeksztaªcenie ma
»¡dane wªasno±ci.

b) O przeksztaªceniu liniowym F : R3 → R3 wiadomo, »e F [Π] = `, gdzie Π jest pªaszczyzn¡
Π = {[x, y, z]T : 2x + 3y − z = 0}, a ` jest prost¡ ` = {t[1, 4, 2]T : t ∈ R}. Udowodnij, »e
przeksztaªcenie F nie jest odwracalne.
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Zadanie 48.

1. Udowodnij, »e macierz A = 1
25

 20 9 12
−15 12 16

0 −20 15

 jest macierz¡ obrotu (wokóª pewnej pro-

stej).

2. Macierz A = 1
25

 20 9 12
−15 12 16

0 −20 15

 jest macierz¡ obrotu wokóª pewnej prostej ` o k¡t α.

Oblicz jedn¡ z nast¦puj¡cych wielko±ci: sinα, cosα, sin 2α, cos 2α.

3. Macierz A = 1
25

 20 9 12
−15 12 16

0 −20 15

 jest macierz¡ obrotu wokóª pewnej prostej ` o k¡t α.

Wyznacz parametryczne równanie prostej `.

Zadanie 49. Znajd¹ dowolne dwa liniowo niezale»ne wektory wªasne oraz stowarzyszone z nimi
warto±ci wªasne przeksztaªcenia PΠ2 ◦ PΠ1 : R3 → R3, gdzie PΠ1 : R3 → R3 jest rzutem pro-
stok¡tnym na pªaszczyzn¦ Π1 = {[x, y, z]T : x + 2y − 2z = 0}, za± PΠ2 : R3 → R3 jest rzutem
prostok¡tnym na pªaszczyzn¦ Π2 = {[x, y, z]T : 3x + 4z = 0}. Wskazówka: je±li chwil¦ si¦

zastanowisz nad interpretacj¡ geometryczn¡ wektorów wªasnych, mo»esz zrobi¢ to

zadanie bez wyliczania jakichkolwiek macierzy.

Kolokwium 3 z algebry liniowej B1, 18 stycznia 2007

Zadanie 50 (4+4+4=12 punktów). Czworo±cian ABCD ma wierzchoªki: A = [3, 5, 2]T , B =
[3, 2,−1]T , C = [4, 3, 0]T , D = [2, 3,−1]T .

a) oblicz pole ±ciany ABC;

b) oblicz obj¦to±¢ czworo±cianu ABCD;

c) oblicz wysoko±¢ h (to znaczy: jej dªugo±¢) opuszczon¡ z wierzchoªka D na pªaszczyzn¦
ABC.

Zadanie 51 (6+6=12 punktów).

a) Niech pªaszczyzna Π b¦dzie równolegªa do prostej

x− 7
2

=
2y − 3

6
= −z

oraz równolegªa do prostej X = (0, 10, 7)T + t(2, 1, 1)T , i niech przechodzi przez punkt
P = (−5, 2,−6)T . Wyznacz równanie ogólne pªaszczyzny Π.

b) Wyznacz równanie parametryczne prostej b¦d¡cej przekrojem pªaszczyzny o równaniu 3x−
2y = 8 i pªaszczyzny o równaniu 2x+ y = 2.

Zadanie 52 (5+7=12 punktów).

a) Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego F : R3 → R3 (to znaczy: znajd¹ jego macierz),
które jest izometri¡ i którego wielomian charakterystyczny ma nast¦puj¡ce pierwiastki: 1,
1
2 + i

√
3

2 , 1
2 − i

√
3

2 . Uzasadnij krótko, dlaczego podana przez Ciebie macierz ma »¡dane
wªasno±ci.
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b) Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego F : R3 → R3 (to znaczy: znajd¹ jego macierz),
które nie jest izometri¡ i którego wielomian charakterystyczny ma nast¦puj¡ce pierwiastki:

1, 1
2 + i

√
3

2 , 1
2 − i

√
3

2 . Uzasadnij krótko, dlaczego podana przez Ciebie macierz ma »¡dane
wªasno±ci.

Zadanie 53 (6+6=12 punktów).

a) Znajd¹ warto±ci i wektory wªasne macierzy A =

 1 2 −1
−3 8 −5
−3 6 −5

.
b) Podaj równanie ogólne pªaszczyzny Π przechodz¡cej przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych

o tej wªasno±ci, »e F [Π] = Π, gdzie F jest przeksztaªceniem liniowym o macierzy A = 1 2 −1
−3 8 −5
−3 6 −5

. Takich pªaszczyzn jest kilka, wystarczy »e podasz równanie jednej z nich.

Zadanie 54 (6+6=12 punktów).

a) Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego F : R3 → R3 (to znaczy: podaj jego macierz) o
tej wªasno±ci, »e F [Π] = `, gdzie π jest pªaszczyzn¡ Π = {[x, y, z]T : 2x+ 3y − z = 0}, a `
jest prost¡ ` = {t[1, 4, 2]T : t ∈ R}.

b) O przeksztaªceniu liniowym F : R3 → R3 wiadomo, »e F [Π] = `, gdzie Π jest pªaszczyzn¡
Π = {[x, y, z]T : 2x + 3y − z = 0}, a ` jest prost¡ ` = {t[1, 4, 2]T : t ∈ R}. Udowodnij, »e
przeksztaªcenie F nie jest odwracalne.

Egzamin z algebry liniowej B1, 17 lutego 2004

Zadanie 55. Znajd¹ macierze: diagonaln¡ D i odwracaln¡ P , takie »e D = P

[
−3 12
1 −2

]
P−1.

Zadanie 56. Rozstrzygnij, czy powierzchnia jest elipsoid¡:

a) x2 + 2y2 + 3z2 + 2xz + 2yz = 1; (2 pkt.)

b) x2 + 3z2 + 2xy + 2xz + 2yz = 1; (2 pkt.)

Dla ka»dej ze znalezionych elipsoid wyznacz obj¦to±¢ obszaru przez ni¡ ograniczonego (2 pkt.).
(Wsk. Obj¦to±¢ obszaru ograniczonego przez elipsoid¦ o póªosiach a, b, c jest równa 4

3πabc.)

Zadanie 57. Rozwi¡» ukªady równa«:

a)

{
2
7x+ 1

7y = 2
1
7x−

3
7y = 1

b)

{
2
7x+ 1

7y = −1
1
7x−

3
7y = 0

c)

{
2
7x+ 1

7y = 3
1
7x−

3
7y = −1

d)

{
2
7x+ 1

7y = 0
1
7x−

3
7y = 2

e)

{
2
7x+ 1

7y = 1
1
7x−

3
7y = 0

f)

{
2
7x+ 1

7y = −1
1
7x−

3
7y = 2

g)

{
2
7x+ 1

7y = 2
1
7x−

3
7y = −1

h)

{
2
7x+ 1

7y = 1
1
7x−

3
7y = 2

i)

{
2
7x+ 1

7y = 1
1
7x−

3
7y = 1

j)

{
2
7x+ 1

7y = −1
1
7x−

3
7y = −2

k)

{
2
7x+ 1

7y = −1
1
7x−

3
7y = −3

`)

{
2
7x+ 1

7y = 2
1
7x−

3
7y = 4

Zadanie 58. Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego F : R3 → R3, którego obraz jest pªasz-
czyzn¡, j¡dro jest prost¡, za± k¡t mi¦dzy j¡drem a obrazem wynosi 60◦. (Napisz macierz takiego
przeksztaªcenia.)

Zadanie 59. Podaj przykªad trzech izometrii F,G,H przestrzeni R3, takich »e F ◦G ◦H = Id,
ale H ◦G ◦ F 6= Id.
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Zadanie 60. Udowodnij, »e je±li Im(z) = 0, to
∣∣∣∣z − iz + i

∣∣∣∣ = 1.

Zadanie 61. Niech F,G : R3 → R3 b¦d¡ przeksztaªceniami liniowymi. Zaªó»my, »e j¡dro ka»dego
z nich jest pªaszczyzn¡. Wyka», »e det(F +G) = 0.
Zadanie 62. Udowodnij, »e dla dowolnej macierzy A ∈M3×3(R) macierz A>A jest diagonalizo-
walna (2 pkt.) i ma nieujemne warto±ci wªasne (4 pkt.).

Zadanie 63. Niech E b¦dzie elipsoid¡ (x4 )2 + (y3 )2 + ( z2 )2 = 1, za± P = (1, 2, 1)>. Podaj przykªad
liniowej izometrii F przestrzeni R3, takiej »e P le»y na zewn¡trz elipsoidy F [E] (napisz macierz
takiej izometrii).

Egzamin z algebry liniowej B1, 6 lutego 2005

Zadanie 64. Rozstrzygnij, czy powierzchnia 2x2 − 2xy + 2y2 + 4xz + z2 = 2 jest elipsoid¡,
hiperboloid¡ jednopowªokow¡ czy hiperboloid¡ dwupowªokow¡.

Zadanie 65. Niech ` b¦dzie prost¡ x+7
2 = y − 5 = z−6

3 , za± Π pªaszczyzn¡ −2x+ y + z − 1 = 0.
Rozstrzygnij, czy ` i Π przecinaj¡ si¦ (tzn. czy maj¡ niepusty przekrój). Je±li przecinaj¡ si¦,
znajd¹ k¡t mi¦dzy nimi; je±li nie, znajd¹ odlegªo±¢ prostej ` od pªaszczyzny Π.

Zadanie 66. Rozstrzygnij, w zale»no±ci od warto±ci (rzeczywistego) parametru t, ile rozwi¡za«
ma ukªad równa« {

tx+ 2y = −t
x+ (t+ 1)y = −1

Zadanie 67. Podaj przykªad odwracalnej macierzy A ∈M3×3(R), takiej »e obrazem pªaszczyzny
2x− y + 3z = 0 przez przeksztaªcenie FA jest pªaszczyzna x+ y − 2z = 0.

Zadanie 68. Oblicz ±lad macierzy

[
2
√

2 + 1
√

2 + 1
−2
√

2− 2 −
√

2− 2

]15

[W tym zadaniu szczególnie ªatwo si¦ pomyli¢; licz starannie.]

Zadanie 69. Niech M ∈ M2×2(R). Zaªó»my, »e dla ka»dego dodatniego caªkowitego n ka»dy
wyraz macierzy Mn jest co do moduªu mniejszy ni» 2000. Udowodnij, »e wszystkie warto±ci
wªasne M (równie» te zespolone) s¡ co do moduªu mniejsze ni»

√
2.

[Mówimy, »e x jest co do moduªu mniejsze ni» C, je±li |x| < C.]

Zadanie 70. Niech A,B ∈ R3 b¦d¡ wektorami dªugo±ci 1. Niech Ω(A,B) b¦dzie zbiorem wszyst-
kich wektorów z R3 które mo»na uzyska¢ z wektorów A,B przez (wielokrotne) stosowanie operacji
iloczynu wektorowego (np. Ω(A,B) 3 A,B ×B, (A×B)×B, (A×B)× (B ×A) itp.). Zbadaj,
ile elementów mo»e mie¢ zbiór Ω(A,B) (w zale»no±ci od wzajemnego poªo»enia wektorów A,B).

[Bardziej formalna de�nicja zbioru Ω(A,B): Ω0(A,B) = {A,B}; Ωn+1(A,B) =
{X × Y : X,Y ∈ Ωn(A,B)} dla n = 0, 1, 2, . . .; Ω(A,B) =

⋃∞
n=0 Ωn(A,B).]

Egzamin z algebry liniowej B1, 6 lutego 2006

Zadanie 71. Oblicz
(−1 + i

√
3)15

(1− i)20
+

(−1− i
√

3)15

(1 + i)20
.

Zadanie 72. Powierzchnia z2 + 4xy = 1 ma w pewnym prostok¡tnym ukªadzie wspóªrz¦dnych
x′y′z′ równanie o postaci kanonicznej. Znajd¹ taki ukªad (wyra¹ x′, y′, z′ przez x, y, z) i ow¡
posta¢ kanoniczn¡. Wyznacz dªugo±ci póªosi (je±li rozwa»ana powierzchnia jest elipsoid¡) lub
tangensy k¡tów póªrozwarcia sto»ka asymptotycznego (je±li jest hiperboloid¡).
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Zadanie 73. Niech pªaszczyzna π b¦dzie zadana równaniem x = 0, za± pªaszczyzna π′ równaniem

x = 2. Znajd¹ odlegªo±¢ mi¦dzy pªaszczyznami FA[π], FA[π′], dla A =

 1 2 3
−1 1 0
0 1 2

.
Zadanie 74. Zaªó»my, »e A ∈M2×2(R) ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: (∀X ∈ R2)(‖AX‖ < ‖X‖+5).
Udowodnij, »e zachodzi wówczas: (∀X ∈ R2)(‖AX‖ ≤ ‖X‖).
Zadanie 75. Podaj przykªad macierzy A ∈ M3×3(R), takiej »e χA(x) = −x3 + 3x2 i obraz
przeksztaªcenia zadanego macierz¡ A jest pªaszczyzn¡.

Zadanie 76. Niech C b¦dzie elips¡ zadan¡ równaniem 1
4x

2 + y2 = 1. Podaj przykªad przeksztaª-
cenia liniowego F : R2 → R2, które zachowuje C (tzn. F [C] = C) a nie jest izometri¡.

Zadanie 77. Znajd¹ P ∈M2×2(R) oraz a, b ∈ R, takie »e[
8 −15
3 −4

]
= P

[
a −b
b a

]
P−1.

Zadanie 78. Zaªó»my, »e F jest liniowym przeksztaªceniem R3, takim »e F [Z3] = Z3. Udowodnij,
»e detF = ±1. (Szczegóªowo opisz i uzasadnij wszystkie kroki swojego rozumowania.)

Egzamin z algebry liniowej B1, 30 stycznia 2007

Zadanie 79.

a) Zapisz w postaci a+ bi (a, b ∈ R) liczb¦ z = (−1 + i)22.

b) Rozwi¡» równanie
z2 − (8 + 2i)z + 15 + 7i = 0.

Ka»dy znaleziony pierwiastek zapisz w postaci z = a+ bi, gdzie a, b ∈ R.

Zadanie 80. Co to za krzywa (elipsa, hiperbola, para prostych, parabola, punkt, zbiór pusty,. . . )
na pªaszczy¹nie? Je±li jest to elipsa, znajd¹ równania (ogólne lub parametryczne) jej osi symetrii
oraz dªugo±ci póªosi. Je±li jest to hiperbola, znajd¹ równania (ogólne lub parametryczne) jej
asymptot. Je±li jest to para prostych, podaj ich równania (ogólne lub parametryczne). Je±li jest
to parabola, znajd¹ równanie (ogólne lub parametryczne) jej osi symetrii oraz wspóªrz¦dne jej
wierzchoªka. Je±li jest to punkt, podaj jego wspóªrz¦dne.

a)
7x2 − 12xy + 12y2 − 3 = 0

b)
x2 − 4xy + 4y2 + 8x+ 4y − 3 = 0

Zadanie 81. Ci¡gi (an) i (bn) s¡ zadane rekurencyjnie w nast¦puj¡cy sposób: a1 = 4, b1 = 1 oraz

an+1 = −5an + 4bn,

bn+1 = −6an + 6bn

dla dowolnego n ≥ 1. Znajd¹ jawny wzór na wyrazy ci¡gu (an).

Zadanie 82. Podaj przykªad czworo±cianu ABCD (to znaczy: podaj jego wierzchoªki A 6= B 6=
C 6= D) o tej wªasno±ci, »e kraw¦d¹ AB jest równolegªa do wektora [1, 3,−1]T , kraw¦d¹ BC jest
równolegªa do wektora [2, 0, 1]T , kraw¦d¹ CD jest równolegªa do wektora [1, 1, 1]T , a kraw¦d¹
DA jest równolegªa do wektora [4, 2,−1]T .
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Zadanie 83. Podaj przykªad liniowo niezale»nych wektorów U, V,W ∈ R3 oraz form kwadrato-
wych Q,S : R3 → R o tej wªasno±ci, »e Q 6= S, ale Q(U) = S(U), Q(V ) = S(V ), Q(W ) = S(W ).

Zadanie 84.

a) Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego A : R2 → R2 (to znaczy: znajd¹ jego macierz) o
tej wªasno±ci, »e A

(
3
4

)
=
(

6
8

)
i takiego, »e A nie jest odwracalne.

b) Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego A : R2 → R2 (to znaczy: znajd¹ jego macierz) o
tej wªasno±ci, »e A

(
3
4

)
=
(

6
8

)
i takiego, »e A si¦ nie diagonalizuje.

Zadanie 85. Znajd¹ warto±ci i wektory wªasne przeksztaªcenia PΠ2 ◦ PΠ1 : R3 → R3, gdzie
PΠ1 : R3 → R3 jest rzutem prostok¡tnym na pªaszczyzn¦ Π1 = {[x, y, z]T : x + 2y − 2z = 0},
za± PΠ2 : R3 → R3 jest rzutem prostok¡tnym na pªaszczyzn¦ Π2 = {[x, y, z]T : 3x + 4z = 0}.
Wskazówka: je±li chwil¦ si¦ zastanowisz nad interpretacj¡ geometryczn¡ wektorów

wªasnych, mo»esz zrobi¢ to zadanie bez wyliczania jakichkolwiek macierzy.

Zadanie 86. O macierzach symetrycznych A,B ∈ M3×3(R) wiadomo, »e ich wszystkie warto±ci
wªasne s¡ rzeczywiste i dodatnie. Udowodnij, »e wszystkie warto±ci wªasne macierzy A + B s¡
rzeczywiste i dodatnie.

Egzamin z Algebry liniowej B1, 4 lutego 2008

Zadanie 87.

1. Uzasadnij precyzyjnie, dlaczego odwzorowanie pªaszczyzny P : R2 → R2 zadane wzorem

P

(
x

y

)
=
(
x2 + xy

xy − y2

)
nie jest odwzorowaniem liniowym.

2. O liczbach s, t ∈ R wiadomo, »e odwzorowanie pªaszczyzny Q : R2 → R2 zadane wzorem

Q

(
x

y

)
=

{(
2x+3y
x+y

)
je±li x+ 2y 6= 0,(

tx+y
sx−2y

)
je±li x+ 2y = 0

jest odwzorowaniem liniowym. Wyznacz s i t.

Zadanie 88.

1. Zapisz w postaci a+ bi (gdzie a, b ∈ R) liczb¦ 1+2i
3+4i .

2. Zapisz w postaci a+ bi (gdzie a, b ∈ R) liczb¦ (1 + i
√

3)70.

3. Rozwi¡» równanie
x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 = 0.

Ka»dy pierwiastek zapisz w postaci a+ bi (gdzie a, b ∈ R).

Zadanie 89. Znajd¹ jawny wzór na n-ty wyraz ci¡gu zadanego rekurencyjnie: a0 = 4, a1 = 1,
an+1 = −3an + 10an−1 dla n ≥ 1.
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Zadanie 90. Znajd¹ odlegªo±¢ pomi¦dzy par¡ prostych sko±nych k =
{

[1, 2, 3]T + t[2, 2, 1]T : t ∈ R
}

i ` =
{

[10, 1,−1]T + t[1,−1, 1]T : t ∈ R
}
. Przypomnienie: odlegªo±¢ pomi¦dzy par¡ pro-

stych sko±nych mo»na zde�niowa¢ na kilka równowa»nych sposobów, np. jako od-

legªo±¢ pomi¦dzy par¡ pªaszczyzn równolegªych, z których ka»da zawiera jedn¡ z

interesuj¡cych nas prostych lub jako minimaln¡ odlegªo±¢ mi¦dzy par¡ punktów, z

których pierwszy le»y na pierwszej, a drugi le»y na drugiej prostej.

Zadanie 91. Znajd¹ dowolne trzy liniowo niezale»ne wektory wªasne oraz stowarzyszone z nimi
warto±ci wªasne przeksztaªcenia P` ◦ PΠ : R3 → R3, gdzie PΠ : R3 → R3 jest rzutem pro-
stok¡tnym na pªaszczyzn¦ Π = {[x, y, z]T : x + 2y − 2z = 0}, za± P` : R3 → R3 jest rzutem
prostok¡tnym na prost¡ ` = {t[0, 4, 3]T : t ∈ R}. Wskazówka: je±li chwil¦ si¦ zastanowisz

nad interpretacj¡ geometryczn¡ wektorów wªasnych, mo»esz zrobi¢ to zadanie bez

wyliczania jakichkolwiek macierzy.

Zadanie 92. Elipsoida E opisana jest równaniem E =
{

[x, y, z]T ∈ R3 : x2 + 2y2 + 3z2 = 1
}
, za±

pªaszczyzna Π równaniem Π =
{

[x, y, z]T ∈ R3 ∈ R3 : 2x+ 2y + z = 0
}
. Przekrój elipsoidy E i

pªaszczyzny Π jest elips¡; wyznacz dªugo±ci jej póªosi.

Zadanie 93. O wektorach U, V,W ∈ R3 wiadomo, »e ich dªugo±ci wynosz¡: ‖U‖ =
√

5, ‖V ‖ = 1,
‖W‖ =

√
5, natomiast iloczyny skalarne pomi¦dzy nimi: 〈U, V 〉 = −1, 〈V,W 〉 = −2, 〈W,U〉 = 4.

1. Udowodnij, »e wektory U, V,W s¡ liniowo zale»ne.

2. Zapisz jeden z wektorów U, V,W jako kombinacj¦ liniow¡ pozostaªych dwóch (to znaczy:
znajd» wspóªczynniki α, β ∈ R takie, »e U = αV + βW lub. . . ).

Zadanie 94 (12 punktów). O wektorach P,Q,R, S ∈ R3 wiadomo, »e ka»de trzy z nich s¡ liniowo
niezale»ne oraz »e s¡ one wektorami wªasnymi odwzorowania liniowego F : R3 → R3.

Udowodnij, »e F jest jednokªadno±ci¡.

Egzamin poprawkowy z Algebry liniowej B1, 18 lutego 2008

Zadanie 95. Oblicz ±lad macierzy

[
2
√

2 + 1
√

2 + 1
−2
√

2− 2 −
√

2− 2

]15

. W tym zadaniu szczególnie ªatwo

si¦ pomyli¢; licz starannie.

Zadanie 96. Znajd¹ dowolne trzy liniowo niezale»ne wektory wªasne oraz stowarzyszone z nimi
warto±ci wªasne przeksztaªcenia PΠ2 ◦ SΠ1 : R3 → R3, gdzie PΠ2 : R3 → R3 jest rzutem prosto-
k¡tnym na pªaszczyzn¦ Π2 = {[x, y, z]T : 2x + y + 2z = 0}, za± SΠ1 : R3 → R3 jest symetri¡
wzgl¦dem pªaszczyzny Π1 = {[x, y, z]T : x − 2y + 2z = 0}. Wskazówka: je±li chwil¦ si¦

zastanowisz nad interpretacj¡ geometryczn¡ wektorów wªasnych, mo»esz zrobi¢ to

zadanie bez wyliczania jakichkolwiek macierzy.

Zadanie 97. Na powierzchni S ⊂ R3 o równaniu 5x2 + 2y2 − 3z2 − 6xy− 4xz − 10yz = 1 znajd¹
punkt najbli»szy pocz¡tkowi ukªadu wspóªrz¦dnych. Je±li takich punktów jest wi¦cej ni» jeden,
wystarczy »e znajdziesz jeden z nich. Wskazówka: dobry rysunek mo»e pomóc.

Zadanie 98. Niech v = [2, 3, 4]T , za± Π niech b¦dzie prostopadª¡ do niego pªaszczyzn¡ Π =
{[x, y, z]T : 2x + 3y + 4z = 0}. Przez Pv i PΠ oznaczamy rzut prostopadªy odpowiednio: na
prost¡ wyznaczon¡ przez v oraz na pªaszczyzn¦ Π, za± przez Sv i SΠ oznaczamy odpowiednio:
symetri¦ osiow¡ wzgl¦dem prostej wyznaczonej przez v oraz symetri¦ wzgl¦dem Π.

Wyznacz macierz odwzorowania 7Pv + PΠ + 2Sv + 5SΠ.
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Zadanie 99. Oblicz Rα,v(A), gdzie A = [1, 2, 3]T , za± Rα,v : R3 → R3 oznacza obrót wokóª
prostej wyznaczonej przez wektor v = [2, 1, 2]T o k¡t α o tej wªasno±ci, »e sinα = 3

5 , cosα = 4
5 .

Uwaga: s¡ dwa takie obroty (ró»ni¡ si¦ kierunkiem obrotu); wystarczy »e rozwi¡»esz zadanie dla
jednego z nich.

Zadanie 100.

• Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego P : R3 → R3 (to znaczy: podaj jego macierz) o
tej wªasno±ci, »e P jest symetryczne, P ([1, 2, 3]T ) = [1, 2, 3]T i P nie jest jednokªadno±ci¡.
Uzasadnij krótko, dlaczego podana przez Ciebie macierz speªnia warunki zadania.

• Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego P : R3 → R3 (to znaczy: podaj jego macierz)
o tej wªasno±ci, »e P ([1, 2, 3]T ) = [1, 2, 3]T i P nie jest odwracalne. Uzasadnij krótko,
dlaczego podana przez Ciebie macierz speªnia warunki zadania.

• Podaj przykªad przeksztaªcenia liniowego P : R3 → R3 (to znaczy: podaj jego macierz) o
tej wªasno±ci, »e P ([1, 2, 3]T ) = [1, 2, 3]T i P nie jest diagonalizowalne. Uzasadnij krótko,
dlaczego podana przez Ciebie macierz speªnia warunki zadania.

Zadanie 101. Podaj równanie powierzchni drugiego stopnia powstaªej przez obracanie prostej o
równaniu paramatrycznym {[1, 2, 3]T + t[−1, 1, 2]T : t ∈ R} wokóª osi OX.

Zadanie 102. Znajd¹ jawny wzór na n-ty wyraz ci¡gu zadanego rekurencyjnie: a0 = 4, a1 = 1,
an+1 = 6an − 9an−1 dla n ≥ 1.

Egzamin poprawkowy z algebry liniowej B1, 27 lutego 2004

Zadanie 103. Prostok¡tny ukªad wspóªrz¦dnych x′, y′ na pªaszczy¹nie speªnia warunki:

a) Jego pocz¡tkiem jest punkt
(

2
−3

)
b) Punkt

(−1
4

)
le»y na dodatniej póªosi OX ′.

c) Punkt
(

16
3

)
le»y na ujemnej póªosi OY ′.

Wyra¹ wspóªrz¦dne x′, y′ przez wspóªrz¦dne x, y.

Zadanie 104. Znajd¹ jawny wzór na n-ty wyraz ci¡gu zadanego rekurencyjnie przez a0 = 0,
a1 = 1, an+1 = 2an−1 + an.

Zadanie 105. Spo±ród nast¦puj¡cych pi¦ciu punktów: (−1, 1, 2)>, (0, 1, 3)>, (1, 0, 5)>, (−3, 4, 3)>,
(5,−4, 7)>; pewne cztery le»¡ w pªaszczy¹nie. Które?

Zadanie 106. Podaj przykªad wielomianu stopnia 5 o wspóªczynnikach rzeczywistych, takiego »e
1 + 2i oraz −3 + i s¡ jego pierwiastkami.

Zadanie 107. Podaj przykªad hiperboloidy H i przeksztaªcenia liniowego F : R3 → R3, takich
»e przeciwobraz H przez F jest prost¡. (Napisz równanie H i macierz F ; uzasadnij »¡dan¡
wªasno±¢.)

Zadanie 108. Niech F b¦dzie symetrycznym przeksztaªceniem liniowym R2 w R2, speªniaj¡cym
warunek: ∀v ∈ R2, 〈F (v), v〉 = −‖v‖2. Uzasadnij, »e F = −Id.

Zadanie 109. Niech A ∈ M3×3(R), za± Y ∈ R3. Zaªó»my, »e ukªad AX = Y ma jedyne
rozwi¡zanie. Udowodnij, »e det(A) 6= 0.

Zadanie 110. Wiadomo, »e A ◦ B jest symetri¡ wzgl¦dem prostej przechodz¡cej przez 0, za±

m(A) =
[
0, 25 −0, 75
0, 75 0, 25

]
. Oblicz warto±ci wªasne przeksztaªcenia B.
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Egzamin poprawkowy z algebry liniowej, 27 lutego 2006

Zadanie 111. Wiedz¡c, »e liczba 3−i
√

15 jest pierwiastkiem wielomianu 2x4−x3−13x2 +234x+
120, wyznacz wszystkie pierwiastki wymierne tego wielomianu.

Zadanie 112. Czy powierzchnia 2x2 + 2xy + 4yz − 2z2 = 1 jest elipsoid¡, hiperboloid¡ jedno-
powªokow¡ czy hiperboloid¡ dwupowªokow¡? Precyzyjnie uzasadnij odpowied¹.

Zadanie 113. Niech pªaszczyzna π b¦dzie zadana równaniem x = 2, za± pªaszczyzna π′ równaniem
x+ y + 1 = 1. Znajd¹ sinus k¡ta mi¦dzy pªaszczyznami FA[π], FA[π′], dla

A =

1 0 2
2 1 1
0 −1 1

 .
Zadanie 114. Sprawd¹, »e przeksztaªcenie pªaszczyzny R2 = C (gdzie

[
x
y

]
uto»samiamy z x+ iy)

zadane zespolonym wzorem P (z) = −i(z + 3) jest izometri¡. Znajd¹ wektor U ∈ R2 i macierz
m(F ) ∈M2×2(R) izometrii liniowej F , takie »e P = TU ◦ F .

Zadanie 115. Niech A =

 1 2 1
−8 −1 2
3 3 1

. Podaj przykªad macierzy B ∈ M3×3(R), takiej »e

kerFB = ImFA a ImFB = kerFA.

Zadanie 116. O symetrycznej macierzy M ∈ M3×3(R) wiadomo, »e: M [1, 2, 1]T = [2, 4, 2]T ,
M [1, 1, 2]T = [2, 2, 4]T , tr(M) = 5. Wyznacz M [0, 1, 0]T .

Zadanie 117. Zaªó»my, »e (2− x)(1 + x)2 jest wielomianem charakterystycznym niediagonalizo-
walnej macierzy A ∈M3×3(R). Uzasadnij, »e przynajmniej jeden wyraz macierzy (A+I)(A−2I)
jest ró»ny od zera.

Egzamin z algebry liniowej B1�zadania na ocen¦ celuj¡c¡, 30 stycznia 2007

Zadanie 118. Hiperboloida H ma równanie x2 + y2− z2 = 1, a przeksztaªcenie liniowe F : R3 →
R3 ma t¦ wªasno±¢, »e F (H) = H. Czy wynika st¡d, »e detF ∈ {−1, 1}?
Zadanie 119. Udowodnij, »e dla dowolnych rzeczywistych x1, x2, x3 wyznacznik macierzy (aij)1≤i,j≤3,
gdzie aij = cos(xi − xj) jest nieujemny.

Zadanie 120. Ile mo»na umie±ci¢ wektorów w R3, tak aby k¡t miedzy ka»dymi dwoma byª
rozwarty?

Zadanie 121. Macierze S, T ∈ M3×3(R) s¡ symetryczne i ich wszystkie warto±ci wªasne s¡ do-
datnie. Udowodnij, »e wszystkie warto±ci wªasne macierzy ST s¡ rzeczywiste i dodatnie.

Zadanie 122. Liczby a, b, c, d, e, f s¡ rzeczywiste. Warto±ci wªasne macierzy A =

a b c
b d e
c e f


s¡ równe α ≤ β ≤ γ, a warto±ci wªasne jej lewego górnego rogu B =

[
a b
b d

]
s¡ równe λ ≤ µ.

Udowodnij, »e α ≤ λ ≤ β ≤ µ ≤ γ.

Bardzo trudny egzamin zerowy z algebry liniowej, 27 stycznia 2006 + kolekcja zada« nie wiadomo sk¡d

Zadanie 123. Niech P (x, y) = 0 i Q(x, y) = 0 b¦d¡ dwoma nieproporcjonalnymi równaniami
stopnia 2 zadaj¡cymi krzywe puste. Uzasadnij, »e istniej¡ niezerowe staªe a, b, takie »e równanie
aP (x, y) + bQ(x, y) = 0 zadaje krzyw¡ niepust¡.
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Zadanie 124. Niech A,B ∈ M3×3(R). Zaªó»my, »e det(A + kI) = det(B + kI) dla k = 1, 2, 3.
Udowodnij, »e detA = detB.

Zadanie 125.

a) Oblicz (a+ bi)(c+ di).

b) Zapisz (a2 + b2)(c2 + d2) jako sum¦ dwóch kwadratów.

c) Udowodnij, »e je±li P jest wielomianem rzeczywistym przyjmuj¡cym (dla rzeczywistych
argumentów) tylko warto±ci dodatnie, to istniej¡ wielomiany rzeczywiste Q,R takie »e
P (x) = Q(x)2 +R(x)2.

Zadanie 126. Uzasadnij, »e je±li A ∈M3×3(R) ma 3 ró»ne rzeczywiste warto±ci wªasne, a BA =
AB, to B ∈M3×3(R) jest diagonalizowalna.

Zadanie 127. Znajd¹ funkcj¦ f : R→ R, tak¡ »e f ′′ + 6f ′ + 9f = 0, f(0) = 2, f ′(0) = 0.

Zadanie 128. Niech elipsoida E b¦dzie obrazem elipsoidy 2x2+3y2+4z2 = 1 przez przeksztaªcenie
liniowe o macierzy  1 2 −1

−3 2 1
9 1 −3

 .
Oblicz iloczyn dªugo±ci póªosi elipsoidy E.

Zadanie 129. Niech `1, . . . , `7 b¦d¡ prostymi w R3 (niekoniecznie przechodz¡cymi przez 0).
We¹my punkt P ∈ R3 i rozpatrzmy ci¡g (Pn) zde�niowany tak: P0 = P , Pn+1 to rzut Pn
na prost¡ `n+1 (proste liczymy w kóªko, tzn. `8 = `1, `9 = `2, . . . , `15 = `1, . . .). Uzasadnij, »e
ci¡g (‖Pn‖) jest ograniczony.
Zadanie 130. Niech F : R3 → R3 b¦dzie przeksztaªceniem liniowym zachowuj¡cym pola równo-
legªoboków (tzn. dla dowolnych wektorów X,Y ∈ R3 pole równolegªoboku rozpi¦tego przez X,Y
jest równe polu równolegªoboku rozpi¦tego przez F (X), F (Y )). Udowodnij, »e F jest izometri¡.

Zadanie 131. Zaªó»my, »e M,N ∈ M3×3(R) s¡ symetryczne i »e wszystkie ich warto±ci wªasne
s¡ dodatnie. Udowodnij, »e wszystkie warto±ci wªasne macierzy M +N s¡ dodatnie.

Zadanie 132. Zaªó»my, »e

i) p, q, r, s, w, z s¡ liczbami caªkowitymi dodatnimi;

ii) uªamki pq ,
r
s ,

w
z s¡ nieskracalne;

iii) p
q <

r
s <

w
z ;

iv) wq − pz = 1.

Udowodnij, »e s ≥ q + z.

Zadanie 133. Niech S b¦dzie sko«czonym zbiorem izometrii R3 (niekoniecznie liniowych), takim
»e (a) Id ∈ S, (b) f, g ∈ S ⇒ f ◦ g ∈ S. Udowodnij, »e

i) dla ka»dego f ∈ S funkcja S 3 g 7→ f ◦ g ∈ S jest bijekcj¡;
ii) Istnieje v ∈ R3 takie »e dla ka»dego f ∈ S mamy f(v) = v.

Zadanie 134. Niech `1, . . . , `k b¦d¡ prostymi w R2 (niekoniecznie przechodz¡cymi przez 0).
We¹my punkt P ∈ R2 i rozpatrzmy ci¡g Pn zde�niowany tak: P0 = P , Pn+1 to odbicie syme-
tryczne Pn wzgl¦dem prostej `n+1 (proste liczymy w kóªko, tzn. `k+1 = `1, `k+2 = `2, . . . , `2k+1 =
`1, . . .). Uzasadnij, istniej¡ staªe A,B > 0, takie »e dla ka»dego n prawdziwa jest nierówno±¢
‖Pn‖ ≤ An+B. [Staªe A,B mog¡ zale»e¢ od punktu P .]
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Zadanie 135. Uto»samiamy R2 z C przez
(
x
y

)
↔ x + iy. Udowodnij, »e ka»da izometria R2

mo»e by¢ zapisana wzorem postaci z 7→ az + b lub postaci z 7→ az + b, gdzie a, b s¡ liczbami
zespolonymi, przy czym |a| = 1.

Zadanie 136. Zaªó»my, »e M ∈M3×3(R) ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: trM = trM2 = trM3 = 0.
Udowodnij, »e M5 = 0.

Zadanie 137. Zaªó»my, »e F jest liniowym przeksztaªceniem R3, takim »e F [Z3] = Z3. Udowod-
nij, »e detF = ±1.

Zadanie 138. Niech R,S, T oznaczaj¡ obroty o π
2 wokóª trzech osi standardowego ukªadu wspóª-

rz¦dnych w R3. Niech G b¦dzie zbiorem wszystkich przeksztaªce« liniowych R3 które mo»na
otrzyma¢ przez wielokrotne skªadanie ze sob¡ obrotów R,S, T (w dowolnej kolejno±ci, u»ywaj¡c
ka»dego z nich dowoln¡ ilo±¢ razy). Czy G jest niesko«czony?

Zadanie 139. Niech π1, π2, π3 b¦d¡ trzema ró»nymi pªaszczyznami w R3 przechodz¡cymi przez
0; niech `1 = π2 ∩ π3, `2 = π3 ∩ π1, `3 = π1 ∩ π2. Udowodnij, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0,
taka »e je±li k¡t mi¦dzy ka»d¡ par¡ πi, πj ró»ni si¦ od π

2 o mniej ni» δ, to k¡t mi¦dzy dowoln¡
par¡ prostych `i, `j ró»ni si¦ od π

2 o mniej ni» ε. [Innymi sªowy, poka» »e je±li k¡ty trójk¡ta
sferycznego s¡ równe prawie π

2 , to jego boki maj¡ dªugo±ci prawie π
2 .]

Zadanie 140. Podaj przykªad macierzy której wielomian charakterystyczny to x2 − 12x+ 36, a
wszystkie wektory wªasne s¡ postaci t

(
2
−3

)
, t ∈ R.

Zadanie 141. Czy mo»na wierzchoªki sze±cianu zrzutowa¢ prostopadle na pewn¡ prost¡, tak aby
ich rzuty podzieliªy t¡ prost¡ na siedem odcinków równej dªugo±ci i dwie póªproste?

Zadanie 142. Niech Φ : R3 × R3 → R b¦dzie funkcj¡ dwuliniow¡ i antysymetryczn¡. Wyka», »e
istnieje taki wektor A ∈ R3, »e Φ(X,Y ) = 〈X × Y,A〉.
Zadanie 143. Niech F b¦dzie liniow¡ izometri¡ R3. Udowodnij, »e

(∀X ∈ R3)(∀ε > 0)(∃n > 0)(‖Fn(X)−X‖ < ε).

Zadanie 144. Udowodnij, »e dla dowolnej elipsoidy istnieje pªaszczyzna, taka »e ich przekrój jest
okr¦giem.

Zadanie 145.

(i) Podaj przykªad macierzy M ∈M2×2(R), takiej »e MM> 6= M>M .

(ii) Wska» bª¡d w nast¦puj¡cym dowodzie faktu, »e wzór

(∗) MM> = M>M

zachodzi dla dowolnej macierzy:

a) Macierze symetryczne speªniaj¡ wzór (∗).
b) Macierze izometrii speªniaj¡ wzór (∗).
c) Ka»da macierz jest iloczynem pewnej macierzy symetrycznej i pewnej macierzy izo-

metrii.

d) Je±li dwie macierze speªniaj¡ wzór (∗), to ich iloczyn te» speªnia ten wzór.

e) Zatem ka»da macierz speªnia wzór (∗).

Zadanie 146. Udowodnij, »e istnieje niesko«czony podzbiór R3 którego dowolne 3 elementy s¡
lnz.
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Zadanie 147. Niech F i G b¦d¡ liniowymi izometriami R3, takimi »e detF 6= detG. Uzasadnij,
»e det(F +G) = detF + detG.

Zadanie 148. Niech Q(x, y, z)T = x2+y2−z2. Poka», »e nie istnieje liniowy ukªad wspóªrz¦dnych
x′, y′, z′ na R3, w którym Q byªaby zadana wzorem (x′)2 − (y′)2 − (z′)2.

Zadanie 149. Zaªó»my, »e M jest macierz¡ 2 × 2 o wyrazach caªkowitych, tak¡ »e MN = I dla
pewnego caªkowitego N > 0. Udowodnij, »e M12 = I.

Zadanie 150. Niech Q1, Q2, . . . , Q150 b¦d¡ formami kwadratowymi na R2. Udowodnij, »e

[(∀U ∈ R2)(∃i, j)(i 6= j ∧ |Qi(U)−Qj(U)| < 1000)]⇒ [(∃i, j)(i 6= j ∧Qi = Qj)].

Zadanie 151. Wiadomo, »e A ◦ B jest symetri¡ wzgl¦dem prostej przechodz¡cej przez 0, za±

m(A) =
[
0, 25 −0, 75
0, 75 0, 25

]
. Oblicz warto±ci wªasne przeksztaªcenia B.

Zadanie 152. Napisz macierze 2× 2: A � obrotu przeciwzegarowego o 2π
3 ; B � odbicia wzgl¦dem

osi OY . Niech G = {M : (∃n ≥ 0)(∃M1, . . . ,Mn ∈ {A,B})(M = M1 . . .Mn)}. Znajd¹ wszystkie
elementy zbioru G.
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