Kolokwium z algebry liniowej B1, 23 pazdziernika 2006

Zadanie 1. Dla jakich wartosci parametru ¢ wektory (,.,) i ('7,,) sa liniowo niezalezne?

Zadanie 2. Prosta ¢ przechodzi przez punkty A = (i) iB= (:;) Znajdz dowolny niezerowy

wektor v o tej wlasnosci, ze kat pomiedzy prosta wyznaczong przez v i prosta £ wynosi 7.

Zadanie 3. Wiadomo, 2e A = (3), B = (3'), U = (%), V = (§), a F : R? — R? jest
przeksztalceniem liniowym o tej wtasnosci, ze F(A + tU) = B + ¢V zachodzi dla dowolnego

t € R. Znajdz macierz przeksztalcenia F'.

axr+by=e
cx+dy=f
ma co najmniej jedno rozwigzanie. Udowodnij, ze dla dowolnych e, f € R powyzszy uklad réwnan
ma dokladnie jedno rozwiazanie.

Zadanie 4. O liczbach a, b, ¢, d € R wiadomo, ze dla dowolnych e, f € R uktad réwnan {

Kolokwium z algebry liniowej B1, 30 pazdziernika 2007

Zadanie 5. Dla jakich warto$ci parametru ¢ € R wektor U = [ﬂ nie jest kombinacja liniowa

2

wektorow A = [ f1

1 oraz B = [

1 ] . Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 6. Niech F); bedzie przeksztalceniem liniowym plaszczyzny o macierzy M = [i _11]

za$ Tp translacja o wektor P = B] Definiujemy przeksztalcenie plaszczyzny G = Fyy o Tp.

Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach G*(U),G*¥(V), G (W), gdzie U = {_32], V = [(1)},

W = B] Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 7. Niech U = (3), W = (), za$ ¢ niech bedzie prosta, taka ze S,(U) = W.

a) Uzasadnij, ze (J) € (.
b) Znajdz m(Sp).

Zadanie 8. O wektorach U, V,W € R? wiadomo, ze ich dtugosci wynosza: |U]| = /13, |V =
V5, |[W| = V10, natomiast iloczyny skalarne pomiedzy nimi: (U,V) = —4, (V,W) = —1,
(W,U) = —9. Udowodnij, ze U + V + W = 0.

Zadanie 9. Przez 7% = {(z) 1x,Y € Z} oznaczamy zbiér punktéw plaszczyzny o obu wspolrzed-

nych catkowitych. Podaj przyklad macierzy A (o rozmiarze 2 x 2 i wyrazach rzeczywistych),
ktorej wszystkie wyrazy sa roézne od zera i o tej wlasnosci, ze odpowiadajace jej odwzorowanie
F4 spelia F4[Z?] = Z2. Uzasadnij, ze podany przez Ciebie przyktad spetia warunki zadania.

Zadanie 10. Znajdz odwzorowanie liniowe P : R? — R? (to znaczy: znajdz jego macierz) o tej
wlasnosci, ze P[k] = k' oraz P[{] = ¢/, gdzie k jest prosta o rownaniu 2z + 3y = 2, £ jest prosta
o réwnaniu x — 2y = 1, k' jest prostga o rownaniu 2z — 5y = —1, a ¢’ jest prosta o réwnaniu
3z — 4y = 2.

Kolokwium z algebry liniowej B1. 4 listopada 2003
Zadanie 11.



a) Ile jest prostych przecinajacych prosta z = 2 w punkcie (?) pod katem 30°? Uzasadnij
odpowied? rysunkiem.

b) Znajdz rownanie ogolne prostej przechodzacej przez punkt (g), ktora przecina prosta x = 2
pod katem 30°, za$ prosta —x + y = —2 pod katem 75°.

Zadanie 12. Oblicz (G(X),G7Y(Y)), wiedzac ze G = C o D, m(C) = [_11 ﬂ , m(D) = [; ﬂ;
X=(3)Y=0)
Zadanie 13.

a) Uzasadnij, ze jeSli G jest przeksztalceniem liniowym, to G(0) = 0.

b) Zalézmy, ze G jest przeksztalceniem liniowym, za§ U niezerowym wektorem, przy czym
przeksztatcenie Ty o G o Ty jest liniowe. Udowodnij, ze U jest wektorem wlasnym prze-
ksztalcenia G i znajdz odpowiadajaca mu warto$¢ wtasna.

Zadanie 14. Niech G bedzie liniowym przeksztatceniem plaszczyzny, takim ze det G = 2. Udo-
wodnij, ze istnieje wektor U € R2, taki ze |U| = 1, ||GZ°(U)]| > 1000.

Kolokwium z algebry liniowej B1, 8 listopada 2004
Zadanie 15. Wysokosci tréjkata ABC' przecinaja si¢ w punkcie H. Wiadomo, ze A = (%),

B=(3"), H=(,). Wyznacz wspohzedne punktu C.

Zadanie 16. Niech U = (3), W = (?), za$ ¢ niech bedzie prosta, taka ze S¢(U) = W.

a) Uzasadnij, ze (8) el

b) Znajdz m(Sy).
Zadanie 17. Punkt P lezy na boku AB réownolegtoboku ABC D. Udowodnij, ze det(Pb, P_D) =
det(AB, AD).
Zadanie 18. Podaj przyklad odwracalnej macierzy A i niezerowego wektora X € R2, takich ze X

nie jest wektorem wlasnym A, a mimo to punkty A~'X, X, AX leza na jednej prostej. Sprawdz
zadane wlasnosci.

Zadanie 19. Znajdz jawny wzér na n-ty wyraz ciggu zadanego rekurencyjnie: ag = 0, a1 = 1,
Opt1 = Gp + 20,1 dlan > 1.
00).

Zadanie 20. Niech 0 oznacza macierz zerowa: 0 = (00

a) Podaj przyktad macierzy A, takiej ze A # 0, ale A% = 0.

b) Udowodnij, ze jesli B jest macierzg i B% = 0, to B? = 0.

Kolokwium z algebry liniowej B1, 21 listopada 2005
Zadanie 21. Tle jest liniowych izometrii R? o §ladzie v/3 ? Znajdz je wszystkie; napisz ich
macierze.
Zadanie 22. Znajdz jawny wzér na n-ty wyraz ciagu zadanego rekurencyjnie: ag = 4, a1 = 1,
Gpt1 = —3a, + 10a,_1 dlan > 1.



Zadanie 23. Zalosmy, 7e wektory A, B, C' € R? spelniaja warunek |[A+ B+ C| = 9. Czy wynika
stad, ze przynajmniej jeden z wektoréw A, B, C' a) ma dlugosé¢ > 37 b) ma dtugosé < 37

Zadanie 24. Niech ¢ oznacza prosta o réownaniu x = 1, za§ I : R?2 — R? niech bedzie przeksztal-
ceniem liniowym o nastepujacej whasnosci: jesli p € £, to F(p) € £.
a) Udowodnij, ze (3) jest wektorem wlasnym F.

b) Udowodnij, ze 1 jest wartoicig wlasng F.

¢) Udowodnij, ze jesli warto$¢ wlasna F odpowiadajaca wektorowi wiasnemu (g) nie jest
réwna 1, to istnieje punkt ¢ € ¢ taki ze F(q) = q.

Zadanie 25. Jaka jest najwigksza mozliwa dtugosé wektora A, jesli wiadomo, ze |((1), A)| < 11
|<(;),A>| <17 (Wsk: rysunek moze pomoc.)

Kolokwium z algebry liniowej B1, 30 listopada 2006
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Zadanie 27 (10 punktéw). Znajdz obraz (to znaczy: znajdz jego rownanie ogoélne) krzywej C C
R? o réwnaniu 3z + 4xy + Ty? = 1 w symetrii wzgledem prostej o réwnaniu y = 2x.

Zadanie 28 (10 punktéw). Na krzywej C C R? o réwnaniu 222 — 72xy + 23y? = 50 znajdz punkt
najblizszy poczatkowi ukladu wspoélrzednych. Jesli takich punktéow jest wiecej, wystarczy ze
znajdziesz jeden z nich. Wskazéwka: rysunek moze pomoc.

Zadanie 29 (2 + 8 punktéw).

17
Zadanie 26 (10 punktow). Oblicz [ } . Nie pomyl si¢ w rachunkach.

e zapisz w postaci a + bi (a,b € R) iloczyn (2 +4)(5 +4)(8 + ©);

e o katach «, 3,y wiadomo, ze 0 < o, 3,7 < 7 oraz ze tga = %, tgf = %, tgy = %. Oblicz
a+ 0+ . Wskazowka: rysunek i liczby zespolone moga pomoc.

Zadanie 30 (10 punktoéw). Funkcja A : R? — R? jest przeksztatceniem liniowym i wiadomo, ze
wektory (1), ('), (°) sa jego wektorami wlasnymi. Udowodnij, ze A jest jednokladnoscia.

Zadanie 31 (3 + 7 punktow).

e Podaj przyklad przeksztalcenia liniowego A : R? — R? (to znaczy: jego macierz), ktorego
wartosciami wlasnymi sa —1 i 1, a ktére nie jest izometrig. Uzasadnij krotko, dlaczego
podana przez Ciebie macierz spelnia warunki zadania.

e O przeksztatceniu liniowym A : R? — R? wiadomo, 7e jego warto$ciami wlasnymi sg —1 i
1. Udowodnij, ze A* jest izometria.

Kolokwium 2 z Algebry liniowej B1, 11 grudnia 2007

Zadanie 32. Podaj przyktad elipsy (to znaczy: podaj odpowiadajace jej rownanie ogolne krzywej
drugiego stopnia) o tej wlasnosci, ze jej dlugosci potosi wynosza 2 1 3 oraz ze jedna z jej osi
symetrii jest prosta 3z — 4y = 0. Uzasadnij, ze podane przez Ciebie rownanie spelnia warunki
zadania.

Zadanie 33.

5

7 4

98
e Oblicz [_ _3} . Jedli odpowiedz nie wynika z rachunku, uzasadnij ja.



e Oblicz [:;1 2] 98. Jesli odpowiedz nie wynika z rachunku, uzasadnij ja.
Zadanie 34. Czy podane rownanie ma (co najmniej jedno) rozwigzanie w zbiorze liczb zespolo-
nych? W kazdym przypadku odpowiedz krétko uzasadnij.

o 22+ 16z + 720 = 0;

o 212 4162% + 720 = 0;

o 23 42722 — 256241024 = 0;

o 2T (124120) 20 + (Y - §) 25— 42t 44023 4+ V32— VBz 412 =0

e 2Z24+4=0;

o (34+2i)z+4+ (3—20)z=>5— 63
Zadanie 35. Krzywa C zadana jest rGwnaniem

C= {(i) ER?: 42 — Aoy + Ty = 10}.

Podaj przyktad izometrii liniowej P : R? — R? (to znaczy: podaj jej macierz) réznej od iden-
tycznosci oraz réznej od symetrii srodkowej oraz o tej wlasnosci, ze P[C] = C. Uzasadnij, ze
podana. przez Ciebie macierz spelnia warunki zadania.

Zadanie 36.

e (latwe) Podaj przyktad macierzy A € My(C) o tej whasnosci, ze A% = [_02 g]

e (trudne) Podaj przyktad macierzy A € Ms(C) o tej wlasnosci, ze A? = [i 61]'

Zadanie 37. C jest parabola o réwnaniu

o{()exrs}

za§ P : R? — R? jest odwzorowaniem liniowym o tej wtasnosci, ze P[C] = C.
o (latwe) Uzasadnij, ze P jest odwzorowaniem odwracalnym.
e (trudne) Uzasadnij, ze (2) oraz ((1)) sa wektorami wlasnymi P.

o (latwe) Zaloimy, ze (\) oraz () sa wektorami wlasnymi P. Niech A,y € R (A # p) beda

pierwiastkami wielomianu charakterystycznego odwzorowania P. Udowodnij, ze A = pu?
lub p = 2.

Kolokwium z algebry liniowej B1, 19 grudnia 2005

401
Zadanie 38. Niech A = [15000 220] . Udowodnij, ze dla dowolnego X € R?

lim det(A"X, A"t X) =0.

n—-+o0o



Zadanie 39. Prosta L; C R? dana jest réwnaniem 2z —y = 7, a Ly jest prosta réwnolegla do
wektora Uy = (') przechodzaca przez punkt Us = (3). Znajdz réwnanie parametryczne proste]
L1 i réwnanie ogélne prostej Lo. Znajdz cosinus kata ostrego miedzy prostymi Lq i L.

Zadanie 40. Znajdz pewne dwa wektory wlasne macierzy [ ] , takie ze rozpinany przez nie

2 1
réwnolegtobok ma pole 3.

Zadanie 41. Zalozmy, ze U = (Z), V= (g), ¢ jest prosta w R? przechodzaca przez (8), Sp jest
symetrig (osiowa) wzgledem ¢ oraz Sp(U) = V. Znajdz m(Sy).

Zadanie 42. Znajdz taka warto§¢ parametru a, by ponizszy uktad byt niesprzeczny dla doktadnie
jednej wartosci parametru b. Czy takie a jest jedyne? Wszystkie odpowiedzi uzasadnij. [uklad
nazywamy niesprzecznym, jesli ma co najmniej jedno rozwiazanie]

20 —by="7
ar+3y=2>5

Zadanie 43. Zalozmy, ze F jest liniowym przeksztatceniem R?, wektory A, B € R? sg niewspol-
liniowe i F(A) = B, F(B) = A. Wyznacz warto$ci wtasne F.

Kolokwium 3 z Algebry liniowej B1, 15 stycznia 2008

1 2 -1
Zadanie 44. Macierz A zadana jest jako A= | 3 1 —2|, a macierz B jest jej odwrotnoscia:
-2 1 4

bll b12 b13
B = |by1 by bos| = A~L. Oblicz b1 oraz bqs.

b31 b3z b33

Zadanie 45. Czworo§cian ABC D ma wierzchotki: A = [3,5,2]7, B = [3,2,-1]T, C = [4,3,0]7,
D =[2,3,—-1]T.

a) oblicz pole §ciany ABC
b) oblicz objetos¢ czworoscianu ABC D;

c) oblicz wysoko$é¢ h (to znaczy: jej dtugo$é) opuszczong z wierzchotka D na plaszczyzne

ABC.
1 2 -1
Zadanie 46. Znajdz postaé ogblng rozwigzania ukladu AX =Y dla: A= |2 -1 1 | oraz
1 7 -4
a) Y =(0,0,007;b) Y =(L1L,1)T;0) Y =(1,-2,3)T;d) Y = (-6,-3,3)T;¢) Y = (2,4,2)7; f)

( 1
Y = (713370)71; g) Y (17073)T;

Zadanie 47.

a) Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego F : R3 — R? (to znaczy: podaj jego macierz) o
tej wlasnosci, ze F[II] = ¢, gdzie II jest plaszczyzng I1 = {[z,y, 2]T : 22+ 3y — 2 =0}, a ¢
jest prosta ¢ = {t[1,4,2]T : t € R}. Uzasadnij, ze podane przez Ciebie przeksztalcenie ma
zadane wlasnosci.

b) O przeksztatceniu liniowym F : R? — R3 wiadomo, ze F[II] = ¢, gdzie II jest ptaszczyzna
I = {[z,y,2]T : 22 + 3y — 2 = 0}, a £ jest prosta £ = {t[1,4,2]T : t € R}. Udowodnij, ze
przeksztalcenie F' nie jest odwracalne.



Zadanie 48.

20 9 12
1. Udowodnij, ze macierz A = 2—15 —15 12 16| jest macierza obrotu (wokol pewnej pro-
0 —-20 15
stej).
[ 20 9 12]
2. Macierz A = % —15 12 16| jest macierzg obrotu wokol pewnej prostej £ o kat a.
| 0 =20 15]
Oblicz jedna z nastepujacych wielkosci: sin «, cos a;, sin 2a, cos 2a.
[20 9 12]
3. Macierz A = % —15 12 16| jest macierzg obrotu wokol pewnej prostej £ o kat a.
0 -20 15

Wyznacz parametryczne rownanie prostej £.

Zadanie 49. Znajdz dowolne dwa liniowo niezalezne wektory wlasne oraz stowarzyszone z nimi
wartosci wlasne przeksztalcenia P, o Py, : R® — R3, gdzie P, : R® — R? jest rzutem pro-
stokatnym na plaszczyzne Iy = {[z,y,2]T : © + 2y — 22 = 0}, za$ Pp, : R?® — R? jest rzutem
prostokatnym na plaszczyzne Iy = {[z,y, 2]T : 3x + 42 = 0}. Wskazéwka: jesli chwile sie
zastanowisz nad interpretacja geometrycznag wektoréow wlasnych, mozesz zrobié¢ to
zadanie bez wyliczania jakichkolwiek macierzy.

Kolokwium 3 z algebry liniowej B1, 18 stycznia 2007

Zadanie 50 (4+4+4=12 punktéw). Czworoscian ABC'D ma wierzchotki: A = [3,5,2]7, B =
3,2, —-1]T, C = [4,3,0]", D= [2,3,-1]7.

a) oblicz pole sciany ABC
b) oblicz objetos¢ czworoscianu ABC D;

c) oblicz wysoko$¢ h (to znaczy: jej dlugos$é) opuszczona z wierzchotka D na plaszczyzne
ABC.

Zadanie 51 (6+6=12 punktow).
a) Niech ptaszczyzna IT bedzie réwnolegta do prostej

x—7 2y—3
2 6

oraz réwnolegta do prostej X = (0,10,7)T + ¢(2,1,1)T, i niech przechodzi przez punkt
P = (—5,2,—6)T. Wyznacz rownanie ogdlne ptaszczyzny II.

b) Wyznacz réwnanie parametryczne prostej bedacej przekrojem plaszczyzny o rownaniu 3x —
2y = 8 i plaszczyzny o réwnaniu 2z + y = 2.

Zadanie 52 (5+7=12 punktow).

a) Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego F : R® — R? (to znaczy: znajd# jego macierz),

ktore jest izometrig i ktérego wielomian charakterystyczny ma nastepujace pierwiastki: 1,
% + i@, % — z@ Uzasadnij krétko, dlaczego podana przez Ciebie macierz ma zadane

wlasnosci.



b) Podaj przyklad przeksztalcenia liniowego F : R? — R3 (to znaczy: znajdz jego macierz),

ktére nie jest izometria i ktorego wielomian charakterystyczny ma nastepujace pierwiastki:
1, % + i@, % — z§ Uzasadnij krotko, dlaczego podana przez Ciebie macierz ma zadane
wlasnosci.

Zadanie 53 (6+6=12 punktow).

1 2 -1
a) Znajdz wartosci i wektory wiasne macierzy A= [—-3 8 —5].
-3 6 -5

b) Podaj réwnanie ogolne plaszczyzny II przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych

o tej wlasnosci, ze F[II] = II, gdzie F jest przeksztalceniem liniowym o macierzy A =
1 2 -1
—3 8 —5|. Takich plaszczyzn jest kilka, wystarczy ze podasz rownanie jednej z nich.
-3 6 -5

Zadanie 54 (6+6=12 punktow).

a) Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego F : R3 — R3 (to znaczy: podaj jego macierz) o
tej wlasnosci, ze F[II] = ¢, gdzie 7 jest plaszczyzna Il = {[x,y,2]7 : 20+ 3y —2 =0}, a ¢

jest prosta ¢ = {t[1,4,2]T : t € R}.

b) O przeksztatceniu liniowym F : R? — R3 wiadomo, ze F[II] = ¢, gdzie II jest plaszczyzng
I = {[z,y,2]" : 22 + 3y — 2 = 0}, a £ jest prosta ¢ = {t[1,4,2]T : t € R}. Udowodnij, ze
przeksztatcenie F' nie jest odwracalne.

Egzamin z algebry liniowej B1, 17 lutego 2004

Zadanie 55. Znajdz macierze: diagonalng D i odwracalng P, takie ze D = P [_13 122] p-1

Zadanie 56. Rozstrzygnij, czy powierzchnia jest elipsoida:
a) 12+ 2y% + 322 + 222 + 2yz = 1; (2 pkt.)
b) 22 + 322 + 2xy + 2wz + 2yz = 1; (2 pkt.)

Dla kazdej ze znalezionych elipsoid wyznacz objetosé obszaru przez nig ograniczonego (2 pkt.).
(Wsk. Objetosé obszaru ograniczonego przez elipsoide o poétosiach a, b, ¢ jest réwna %ﬂabc.)

Zadanie 57. Rozwiaz uklady réwnan:
78+ 7y = frdgy=—1 Frtqy=3 3r+1y=0
a)q 1 3, _ b) 91 3, _ )91 3, _ d)q 1 3.
2 1, 2 1, 2 1, 2 1, _
1,3 1,3 1,3 1,3
7T RY= 7T—RY= TRy =-— 7Ty =2
NFe ey = N Fe ey =-1 7T 7y = - 7T+ 7y =2
091 3. _ 91 3. _ k)31 3, _ 091 3, _
7T Ry = 7T = 7Y =2 7T =7y =-3 7T -7y =4

Zadanie 58. Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego F : R? — R3, ktorego obraz jest plasz-
czyzna, jadro jest prosta, zas kat miedzy jadrem a obrazem wynosi 60°. (Napisz macierz takiego

przeksztalcenia.)
Zadanie 59. Podaj przyklad trzech izometrii F, G, H przestrzeni R3, takich ze F o G o H = Id,

ale HoGo F #1Id.



zZ—1
z41
Zadanie 61. Niech F, G : R? — R? beda przeksztalceniami liniowymi. Zalézmy, ze jadro kazdego
z nich jest plaszczyzna. Wykaz, ze det(F + G) = 0.

Zadanie 62. Udowodnij, ze dla dowolnej macierzy A € M3y 3(R) macierz AT A jest diagonalizo-
walna (2 pkt.) i ma nieujemne wartosci wtasne (4 pkt.).

Zadanie 63. Niech E bedzie elipsoida (£)?+ (%)% +(£)? =1, zas P = (1,2,1) . Podaj przyktad
liniowej izometrii F' przestrzeni R3, takiej ze P lezy na zewnatrz elipsoidy F[E] (napisz macierz

takiej izometrii).

=1

Zadanie 60. Udowodnij, ze jesli Im(z) = 0, to

Egzamin z algebry liniowej B1, 6 lutego 2005

Zadanie 64. Rozstrzygnij, czy powierzchnia 2x2 — 2zy + 2y? + 42z + 22 = 2 jest elipsoida,
hiperboloida jednopowlokowa czy hiperboloida dwupowlokowa.

Zadanie 65. Niech ¢ bedzie prosty %‘*‘7 =y—5= Zg6, za$ Il plaszczyzng -2z +y+2—-1=0.
Rozstrzygnij, czy £ i II przecinaja sie (tzn. czy maja niepusty przekrdj). Jesli przecinaja sie,

znajdz kat miedzy nimi; jesli nie, znajdz odlegtosé prostej ¢ od plaszczyzny II.

Zadanie 66. Rozstrzygnij, w zaleznosci od wartosci (rzeczywistego) parametru ¢, ile rozwiazan
ma uktad réwnan

tr+2y = —t

c+(t+1)y=-1

Zadanie 67. Podaj przyklad odwracalnej macierzy A € Msy3(R), takiej ze obrazem plaszczyzny
2z — y + 3z = 0 przez przeksztalcenie F4 jest plaszczyzna x + y — 2z = 0.

15
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Zadanie 68. Oblicz $lad macierzy [_2\[_ 5 _V2_9

[W tym zadaniu szczegolnie tatwo sie pomyli¢; licz starannie.]

Zadanie 69. Niech M € Ms.o(R). Zalézmy, ze dla kazdego dodatniego catkowitego n kazdy
wyraz macierzy M"™ jest co do modulu mniejszy niz 2000. Udowodnij, ze wszystkie wartosci
wlasne M (réwniez te zespolone) sa co do modutu mniejsze niz v/2.
[Mowimy, ze x jest co do modutu mniejsze niz C, jesli |z| < C']
Zadanie 70. Niech A, B € R? beda wektorami dtugoéci 1. Niech Q(A4, B) bedzie zbiorem wszyst-
kich wektoréw z R? ktore mozna uzyskaé z wektorow A, B przez (wielokrotne) stosowanie operacji
iloczynu wektorowego (np. Q(A, B) 3 A,B x B, (A x B) x B, (A x B) x (B x A) itp.). Zbadaj,
ile elementow moze mieé zbior Q(A, B) (w zaleznosci od wzajemnego polozenia wektoréw A, B).
[Bardziej formalna definicja zbioru Q(A4, B): Qo(A, B) = {A, B}; Q,41(A,B) =
{XxY: XY € Q,(A,B)}dlan=0,1,2,..; QA,B) =U,—, (A, B).]

Egzamin z algebry liniowej B1, 6 lutego 2006

Zadanie 71. Oblicz
(—1+iV3)1 N (=1 —iV3)1°
(1—14)%0 (1+44)20 °

Zadanie 72. Powierzchnia 22 + 4ry = 1 ma w pewnym prostokatnym ukltadzie wspotrzednych
z'y’z’ réwnanie o postaci kanonicznej. Znajdz taki uklad (wyraz z’,y/, 2" przez x,y,2) i owa
postaé kanoniczna. Wyznacz dtugosci potosi (jesli rozwazana powierzchnia jest elipsoida) lub
tangensy katow polrozwarcia stozka asymptotycznego (jesli jest hiperboloida).




Zadanie 73. Niech plaszczyzna m bedzie zadana rownaniem x = 0, za$ plaszczyzna 7’ réGwnaniem

1 2 3
x = 2. Znajdz odleglos¢ miedzy plaszczyznami Fy[n|, Fa[r'],dla A= |—-1 1 0f.
0 1 2

Zadanie T4. Zalézmy, ze A € Mayo(R) ma nastepujaca whasnosé: (VX € R?)(||[AX]| < || X]+5).
Udowodnij, ze zachodzi wowczas: (VX € R?)([|AX] < || X]).

Zadanie 75. Podaj przyktad macierzy A € M3.3(R), takiej ze xa(x) = —2 + 322 i obraz
przeksztalcenia zadanego macierzg A jest plaszczyzna.

Zadanie 76. Niech C bedzie elipsa zadang rownaniem ixg +y? = 1. Podaj przyklad przeksztal-
cenia liniowego F': R? — R2, ktére zachowuje C (tzn. F[C] = C) a nie jest izometria.

Zadanie 77. Znajdz P € Msx2(R) oraz a,b € R, takie ze
8 —15]  _fa —b] .1
i R P

Zadanie 78. Zalozmy, ze F jest liniowym przeksztalceniem R3, takim ze F[Z%] = Z3. Udowodnij,
ze det F' = £1. (Szczegolowo opisz i uzasadnij wszystkie kroki swojego rozumowania.)

Egzamin z algebry liniowej B1, 30 stycznia 2007

Zadanie 79.

a) Zapisz w postaci a + bi (a,b € R) liczbe z = (—1 +14)%2.

b) Rozwiaz rownanie

22— (8+2i)z+15+7i = 0.
Kazdy znaleziony pierwiastek zapisz w postaci z = a + bi, gdzie a,b € R.

Zadanie 80. Co to za krzywa (elipsa, hiperbola, para prostych, parabola, punkt, zbior pusty,. . .)
na plaszczyznie? Jesli jest to elipsa, znajdz rownania (ogélne lub parametryczne) jej osi symetrii
oraz dlugosci potosi. Jesli jest to hiperbola, znajdz réwnania (ogolne lub parametryczne) jej
asymptot. Jesli jest to para prostych, podaj ich réwnania (ogélne lub parametryczne). Jesli jest
to parabola, znajdz réwnanie (ogélne lub parametryczne) jej osi symetrii oraz wspolrzedne jej
wierzchotka. Jesli jest to punkt, podaj jego wspotrzedne.

a)
T2% — 122y + 124> =3 =0

K 2 —dry+4y* +8r +4y—3=0
Zadanie 81. Ciagi (ay,) i (b,) sa zadane rekurencyjnie w nastepujacy sposéb: a1 =4, by = 1 oraz
Gpt1 = —day, + 4b,,
bpt1 = —6a, + 6b,

dla dowolnego n > 1. Znajdz jawny wzor na wyrazy ciagu (an).

Zadanie 82. Podaj przyklad czworoscianu ABCD (to znaczy: podaj jego wierzchotki A # B #
C # D) o tej whasnodci, ze krawedz AB jest réwnolegla do wektora [1,3, —1]7, krawedz BC jest
réwnoleglta do wektora [2,0,1]7, krawedz CD jest rownolegta do wektora [1,1,1]7, a krawedz
DA jest réwnolegta do wektora [4,2, —1]7.



Zadanie 83. Podaj przyklad liniowo niezalesnych wektoréw U, V,W € R? oraz form kwadrato-
wych @, S : R? — R o tej whasnosci, ze Q # S, ale Q(U) = S(U), Q(V) = S(V), QW) = S(W).

Zadanie 84.

a) Podaj przyklad przeksztatcenia liniowego A : R? — R? (to znaczy: znajdz jego macierz) o
tej wlasnosci, ze A(i) = (g) i takiego, ze A nie jest odwracalne.

b) Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego A : R? — R? (to znaczy: znajdz jego macierz) o
tej wlasnodci, ze A(3) = (3) i takiego, ze A sig nie diagonalizuje.

Zadanie 85. Znajdz wartosci i wektory wilasne przeksztalcenia Pp, o Pr, : R? — R3, gdzie
P, : R? — R? jest rzutem prostokatnym na plaszczyzne Iy = {[z,y,2]T : z + 2y — 22 = 0},
za$ P, : R? — R3 jest rzutem prostokatnym na ptaszczyzne Iy = {[x,y,2]7 : 3z + 42 = 0}.
Wskazowka: jesli chwile sie zastanowisz nad interpretacja geometryczna wektoréw
wlasnych, mozesz zrobié to zadanie bez wyliczania jakichkolwiek macierzy.

Zadanie 86. O macierzach symetrycznych A, B € M343(R) wiadomo, ze ich wszystkie wartosci
wlasne sg rzeczywiste i dodatnie. Udowodnij, ze wszystkie warto$ci wtasne macierzy A + B sa
rzeczywiste i dodatnie.

Egzamin z Algebry liniowej B1, 4 lutego 2008
Zadanie 87.

1. Uzasadnij precyzyjnie, dlaczego odwzorowanie ptaszczyzny P : R? — R? zadane wzorem

2
()=
Yy Yy —y
nie jest odwzorowaniem liniowym.
2. O liczbach s,t € R wiadomo, ze odwzorowanie ptaszczyzny Q : R? — R? zadane wzorem
2z+3 LAl
() [05) e
Yy (snsy) JeSliz+2y=0
jest odwzorowaniem liniowym. Wyznacz s i ¢.

Zadanie 88.

1424
344"

1. Zapisz w postaci a + bi (gdzie a,b € R) liczbe
2. Zapisz w postaci a + bi (gdzie a,b € R) liczbe (1 +iv/3)7.

3. Rozwiaz réwnanie
Bt i+ +1=0.

Kazdy pierwiastek zapisz w postaci a + bi (gdzie a,b € R).

Zadanie 89. Znajdz jawny wzér na n-ty wyraz ciggu zadanego rekurencyjnie: ag = 4, a1 = 1,
Gpt1 = —3a, + 10a,_1 dlan > 1.
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Zadanie 90. Znajdz odleglos¢ pomiedzy parg prostych skosnych k = {[1,2,3]7 +¢[2,2,1]7 : t € R}
il = {[10, L,—17 +t1,-1,1)" : t e R}. Przypomnienie: odleglo§é pomiedzy para pro-
stych sko$nych mozna zdefiniowaé na kilka ré6wnowaznych sposobéw, np. jako od-
leglo$é pomiedzy para plaszczyzn réwnoleglych, z ktérych kazda zawiera jedna z
interesujacych nas prostych lub jako minimalng odleglo$é miedzy para punktéow, z
ktorych pierwszy lezy na pierwszej, a drugi lezy na drugiej prostej.

Zadanie 91. Znajdz dowolne trzy liniowo niezalezne wektory wlasne oraz stowarzyszone z nimi
wartosci wlasne przeksztatcenia P, o Py : R® — R3, gdzie Py : R? — R? jest rzutem pro-
stokatnym na plaszczyzne I1 = {[z,y,2]T : 2 + 2y — 22 = 0}, za§ P, : R® — R? jest rzutem
prostokatnym na prosta ¢ = {t[0,4,3]T : t € R}. Wskazéwka: jesli chwile sie zastanowisz
nad interpretacja geometryczna wektorow wlasnych, mozesz zrobié to zadanie bez
wyliczania jakichkolwiek macierzy.

Zadanie 92. Elipsoida E opisana jest réwnaniem F = {[:1:7 y,2)]T € R3: 22 +29% + 322 = 1}, za$
plaszczyzna 11 rownaniem IT = {[z,y, 2] € R® € R®: 22+ 2y + z = 0}. Przekroj elipsoidy FE i
plaszczyzny 11 jest elipsa; wyznacz dlugosci jej potosi.

Zadanie 93. O wektorach U, V, W € R? wiadomo, ze ich dtugoéci wynosza: ||U| = /5, |V] = 1,
|[W| = /5, natomiast iloczyny skalarne pomiedzy nimi: (U, V) = —1, (V,W) = -2, (W,U) = 4.

1. Udowodnij, ze wektory U, V, W sa liniowo zalezne.

2. Zapisz jeden z wektorow U, V, W jako kombinacje liniowa pozostalych dwoch (to znaczy:
znajdz wspoétezynniki «, § € R takie, ze U = oV + W lub...).

Zadanie 94 (12 punktow). O wektorach P,Q, R, S € R? wiadomo, ze kazde trzy z nich sa liniowo
niezalezne oraz ze s3 one wektorami wlasnymi odwzorowania liniowego F : R? — R3.
Udowodnij, ze F jest jednokladnoscia.

Egzamin poprawkowy z Algebry liniowej B1, 18 lutego 2008

0WZ+1  v2+11"°

Zadanie 95. Oblicz §lad macierzy o592 AB_a| W tym zadaniu szczegodlnie tatwo

sie pomyli¢; licz starannie.

Zadanie 96. Znajdz dowolne trzy liniowo niezalezne wektory wlasne oraz stowarzyszone z nimi
wartosci wlasne przeksztalcenia P, o Stp, : R? — R3, gdzie Py, : R — R3 jest rzutem prosto-
katnym na plaszczyzne Iy = {[z,y,2]7 : 20+ y + 2z = 0}, za$ Sp, : R® — R? jest symetria
wzgledem plaszezyzny II; = {[z,9,2]7 : v — 2y + 2z = 0}. Wskazéwka: jesli chwile sie
zastanowisz nad interpretacja geometryczna wektoréow wlasnych, mozesz zrobié¢ to
zadanie bez wyliczania jakichkolwiek macierzy.

Zadanie 97. Na powierzchni S C R? o réwnaniu 522 + 2y% — 322 — 6xy — 422 — 10yz = 1 znajdz
punkt najblizszy poczatkowi uktadu wspotrzednych. Jedli takich punktéw jest wiecej niz jeden,
wystarczy ze znajdziesz jeden z nich. Wskazéwka: dobry rysunek moze poméc.

Zadanie 98. Niech v = [2,3,4]7, za$ II niech bedzie prostopadla do niego plaszczyzng I1 =
{[z,y,2]" : 22 + 3y + 42 = 0}. Przez P, i Py oznaczamy rzut prostopadly odpowiednio: na
prosta wyznaczong przez v oraz na plaszczyzne I1, za$ przez S, i Sy oznaczamy odpowiednio:
symetrie osiowa wzgledem prostej wyznaczonej przez v oraz symetrie wzgledem II.

Wyznacz macierz odwzorowania 7P, + Py + 25, + 55711.
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Zadanie 99. Oblicz R, . (A), gdzie A = [1,2,3]7, za$ R, : R® — R? oznacza obrét wokot

prostej wyznaczonej przez wektor v = [2,1,2]7 o kat a o tej wlasnosci, ze sina = %, cosa = %.

Uwaga: sa dwa takie obroty (r6znia sie kierunkiem obrotu); wystarczy ze rozwiazesz zadanie dla
jednego z nich.

Zadanie 100.
e Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego P : R?* — R3 (to znaczy: podaj jego macierz) o

tej wlasnosci, ze P jest symetryczne, P([1,2,3]7) = [1,2,3]7 i P nie jest jednoktadnoscia.
Uzasadnij krotko, dlaczego podana przez Ciebie macierz spetnia warunki zadania.

e Podaj przyklad przeksztalcenia liniowego P : R? — R? (to znaczy: podaj jego macierz)
o tej wlasnosci, ze P([1,2,3]7) = [1,2,3]7 i P nie jest odwracalne. Uzasadnij krétko,
dlaczego podana przez Ciebie macierz spelnia warunki zadania.

e Podaj przyklad przeksztalcenia liniowego P : R?* — R? (to znaczy: podaj jego macierz) o
tej wlasnosci, ze P([1,2,3]7) = [1,2,3]7 i P nie jest diagonalizowalne. Uzasadnij krétko,
dlaczego podana przez Ciebie macierz spelnia warunki zadania.

Zadanie 101. Podaj réwnanie powierzchni drugiego stopnia powstalej przez obracanie prostej o
réwnaniu paramatrycznym {[1,2,3]7 +¢[-1,1,2]7 : t € R} wokoét osi OX.

Zadanie 102. Znajdz jawny wzor na n-ty wyraz ciaggu zadanego rekurencyjnie: ag =4, a1 = 1,
Gn41 = 6a, —9a,_1 dlan > 1.

Egzamin poprawkowy z algebry liniowej B1, 27 lutego 2004

Zadanie 103. Prostokatny uktad wspolrzednych 2, y’ na plaszczyznie spelnia warunki:
a) Jego poczatkiem jest punkt ( %)
b) Punkt (_41) lezy na dodatniej potosi OX'.
c¢) Punkt (136) lezy na ujemnej p6tosi OY".

Wyraz wspotrzedne z’, 1y przez wspotrzedne x, y.

Zadanie 104. Znajdz jawny wzoér na n-ty wyraz ciggu zadanego rekurencyjnie przez ag = 0,
a1 =1, any1 = 2ap—1 + an.

Zadanie 105. Spoérod nastepujacych pieciu punktow: (—1,1,2)T,(0,1,3)T,(1,0,5)7, (—=3,4,3) T,
(5,—4,7)T; pewne cztery leza w plaszczyznie. Ktore?

Zadanie 106. Podaj przyklad wielomianu stopnia 5 o wspoétczynnikach rzeczywistych, takiego ze
14 2i oraz —3 + i sa jego pierwiastkami.

Zadanie 107. Podaj przyklad hiperboloidy H i przeksztalcenia liniowego F : R? — R3, takich
ze przeciwobraz H przez F jest prosta. (Napisz rownanie H i macierz F'; uzasadnij zadana
wlasnosc.)

Zadanie 108. Niech F bedzie symetrycznym przeksztalceniem liniowym R? w R2, speliajacym

warunek: Vo € R?, (F(v),v) = —||v||?. Uzasadnij, ze F = —Id.

Zadanie 109. Niech A € Mzy3(R), zas Y € R3. Zalézmy, ze uktad AX = Y ma jedyne

rozwiazanie. Udowodnij, ze det(A) # 0.

Zadanie 110. Wiadomo, ze A o B jest symetria wzgledem prostej przechodzacej przez 0, za$
0,25 —0,75 . . .

m(A) = {0, 0.2 } Oblicz wartosci wlasne przeksztalcenia B.
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Egzamin poprawkowy z algebry liniowej, 27 lutego 2006
Zadanie 111. Wiedzac, ze liczba 3 —iv/15 jest pierwiastkiem wielomianu 224 — 23 — 1322 + 2342 +
120, wyznacz wszystkie pierwiastki wymierne tego wielomianu.

Zadanie 112. Czy powierzchnia 222 + 2xy + 4yz — 222 = 1 jest elipsoida, hiperboloida jedno-
powlokowa czy hiperboloidg dwupowtokowa? Precyzyjnie uzasadnij odpowiedz.

Zadanie 113. Niech plaszczyzna 7 bedzie zadana rownaniem x = 2, za$ ptaszczyzna ' rownaniem
z +y+ 1= 1. Znajdz sinus kata miedzy plaszczyznami Fa[r], Fa[r'], dla

1 0 2
A=12 1 1
0 -1 1
Zadanie 114. Sprawdz, ze przeksztalcenie plaszczyzny R? = C (gdzie [;c] utozsamiamy z x + iy)
zadane zespolonym wzorem P(z) = —i(Z + 3) jest izometria. Znajdz wektor U € R? i macierz
m(F) € Max2(R) izometrii liniowej F, takie ze P =Ty o F.
1 2 1
Zadanie 115. Niech A = [-8 —1 2|. Podaj przyklad macierzy B € M;3y3(R), takiej ze
3 3 1

ker Fig = ImF4 a ImFpg = ker Fu.

Zadanie 116. O symetrycznej macierzy M € Mzy3(R) wiadomo, ze: M][1,2,1]T = [2,4,2]7,
M[1,1,2]T = [2,2,4]", tr(M) = 5. Wyznacz M|0,1,0]”.

Zadanie 117. Zaloézmy, ze (2 — 2)(1 + x)? jest wielomianem charakterystycznym niediagonalizo-
walnej macierzy A € M3x3(R). Uzasadnij, ze przynajmniej jeden wyraz macierzy (A+1)(A—21)
jest rézny od zera.

Egzamin z algebry liniowej Bl—zadania na ocene celujaca, 30 stycznia 2007
Zadanie 118. Hiperboloida H ma réwnanie 22 +y2 — 22 = 1, a przeksztalcenie liniowe F : R —
R3 ma te wlasnosé, ze F(H) = H. Czy wynika stad, ze det F € {—1,1}?
Zadanie 119. Udowodnij, ze dla dowolnych rzeczywistych z1, z2, 3 wyznacznik macierzy (a;;)1<i,j<3,
gdzie a;; = cos(x; — ;) jest nieujemny.
Zadanie 120. Tle mozna umiesci¢ wektoréw w R3, tak aby kat miedzy kazdymi dwoma byt
rozwarty?

Zadanie 121. Macierze S,T € Msy3(R) sa symetryczne i ich wszystkie wartosci wlasne sa do-
datnie. Udowodnij, ze wszystkie wartosci wtasne macierzy ST sa rzeczywiste i dodatnie.

a b c
Zadanie 122. Liczby a,b,c,d,e, f sa rzeczywiste. Wartosci wlasne macierzy A = |b d e

c e f
sa rowne o < 3 < v, a wartosci wlasne jej lewego gornego rogu B = {Z Z] sg rowne A < p.

Udowodnij, ze a < A< < <.

Bardzo trudny egzamin zerowy z algebry liniowej, 27 stycznia 2006 + kolekcja zadan nie wiadomo skad

Zadanie 123. Niech P(z,y) = 01 Q(z,y) = 0 beda dwoma nieproporcjonalnymi réwnaniami
stopnia 2 zadajacymi krzywe puste. Uzasadnij, ze istnieja niezerowe state a, b, takie ze réwnanie
aP(z,y) + bQ(z,y) = 0 zadaje krzywa niepusta.
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Zadanie 124. Niech A, B € M3y3(R). Zalozmy, 7e det(A + kI) = det(B + kI) dla k = 1,2,3.
Udowodnij, ze det A = det B.

Zadanie 125.
a) Oblicz (a + bi)(c + di).
b) Zapisz (a® + b?)(c? + d?) jako sume dwoch kwadratow.
¢) Udowodnij, ze jesli P jest wielomianem rzeczywistym przyjmujacym (dla rzeczywistych

argumentow) tylko wartosci dodatnie, to istnieja wielomiany rzeczywiste @, R takie ze
P(z) = Q(2)* + R(x)*.
Zadanie 126. Uzasadnij, ze jesli A € M3,3(R) ma 3 rdzne rzeczywiste wartosci wlasne, a BA =
AB, to B € M3y3(R) jest diagonalizowalna.
Zadanie 127. Znajdz funkcje f: R — R, taka ze f”/ +6f' +9f =0, f(0) =2, f/(0) = 0.
Zadanie 128. Niech elipsoida E bedzie obrazem elipsoidy 222 +3y% 4422 = 1 przez przeksztalcenie
liniowe o macierzy

1 2 -1
-3 2 1
9 1 -3

Oblicz iloczyn dtugosci poétosi elipsoidy E.

Zadanie 129. Niech /1,...,07 beda prostymi w R? (niekoniecznie przechodzacymi przez 0).
Wezmy punkt P € R? i rozpatrzmy ciag (P,) zdefiniowany tak: Py = P, P, to rzut P,
na prosta £,41 (proste liczymy w kotko, tzn. fg = l1,0g = Lo, ..., 015 = {1,...). Uzasadnij, ze
ciag (|| P.||) jest ograniczony.

Zadanie 130. Niech F : R? — R? bedzie przeksztatceniem liniowym zachowujacym pola réwno-
legtobokéw (tzn. dla dowolnych wektoréw X,Y € R? pole réwnolegtoboku rozpietego przez X,Y
jest rowne polu réwnolegtoboku rozpietego przez F(X), F(Y)). Udowodnij, ze F jest izometria.

Zadanie 131. Zalozmy, ze M, N € Ms543(R) sa symetryczne i ze wszystkie ich wartosci wlasne
sa dodatnie. Udowodnij, ze wszystkie wartoSci wlasne macierzy M + N sa dodatnie.

Zadanie 132. Zalozmy, ze

i) p,q,r, s,w, z sa liczbami catkowitymi dodatnimi;

ii) utamki %, %, = sa nieskracalne;
i) E< <

?

3
@ |3
v g

iv) wqg —pz=1.

Udowodnij, ze s > q + z.

Zadanie 133. Niech S bedzie skoriczonym zbiorem izometrii R? (niekoniecznie liniowych), takim
ze (a) Ide S, (b) f,g€ S = fogeS. Udowodnij, ze

i) dla kazdego f € S funkcja S > g — fog € S jest bijekcja;

ii) Istnieje v € R3 takie ze dla kazdego f € S mamy f(v) = v.
Zadanie 134. Niech ¢1,...,/0; beda prostymi w R? (niekoniecznie przechodzacymi przez 0).
Wezmy punkt P € R? i rozpatrzmy ciag P, zdefiniowany tak: Py = P, P, to odbicie syme-
tryczne P, wzgledem prostej £,,11 (proste liczymy w kotko, tzn. £i11 = €1, bpyo = loy ... log11 =
lq,...). Uzasadnij, istnieja stale A, B > 0, takie ze dla kazdego n prawdziwa jest nieréwnosé
|P.|| < An + B. [Stale A, B moga zaleze¢ od punktu P.]

14



Zadanie 135. Utozsamiamy R? z C przez (i) — x +iy. Udowodnij, ze kazda izometria R>
moze by¢ zapisana wzorem postaci z — az + b lub postaci z — az + b, gdzie a,b s liczbami
zespolonymi, przy czym |a| = 1.

Zadanie 136. Zalozmy, ze M € Mszy3(R) ma nastepujaca wlasnosé: tr M = tr M? = tr M? = 0.
Udowodnij, ze M°> = 0.

Zadanie 137. Zalézmy, ze F jest liniowym przeksztalceniem R?, takim ze F[Z?] = Z3. Udowod-
nij, ze det F' = +1.

Zadanie 138. Niech R, S,T oznaczaja obroty o 5 wokot trzech osi standardowego uktadu wspot-
rzednych w R3. Niech G bedzie zbiorem wszystkich przeksztatcen liniowych R? ktére mozna
otrzymac przez wielokrotne sktadanie ze sobg obrotow R, S, T (w dowolnej kolejnosci, uzywajac
kazdego z nich dowolng ilo$¢ razy). Czy G jest nieskonczony?

Zadanie 139. Niech 7, T, 3 beda trzema réznymi plaszczyznami w R3 przechodzacymi przez
0; niech ¢4 = my N3, bo = w3 Ny, €3 = ™ Ne. Udowodnij, ze dla kazdego € > 0 istnieje § > 0,

s

taka ze jesli kat miedzy kazda para m;, 7; rézni si¢ od 5 o mniej niz §, to kat miedzy dowolna
parg prostych £;,{; r67ni si¢ od T o mniej niz e. [Innymi stowy, pokaz ze jesli katy trojkata
sferycznego sa réwne prawie 7, to jego boki maja dtugosci prawie 7 .|

Zadanie 140. Podaj przyktad macierzy ktérej wielomian charakterystyczny to 22 — 12z + 36, a
wszystkie wektory wlasne sa postaci (%), t € R.

Zadanie 141. Czy mozna wierzcholki sze§cianu zrzutowaé prostopadle na pewna prosta, tak aby
ich rzuty podzielity tg prosta na siedem odcinkéw réwnej dlugosci i dwie potproste?

Zadanie 142. Niech ® : R? x R? — R bedzie funkcja dwuliniows i antysymetryczna. Wykaz, ze
istnieje taki wektor A € R3, ze ®(X,Y) = (X x Y, A).

Zadanie 143. Niech F bedzie liniowa izometrig R®. Udowodnij, ze
(VX € R3) (Ve > 0)(3n > 0)(|F"(X) — X|| < ¢).

Zadanie 144. Udowodnij, ze dla dowolnej elipsoidy istnieje ptaszczyzna, taka ze ich przekréj jest
okregiem.

Zadanie 145.
(i) Podaj przyktad macierzy M € Myyo(R), takiej ze MM T # M T M.
(ii) Wskaz btad w nastepujacym dowodzie faktu, ze wzor
(%) MM"=M"M
zachodzi dla dowolnej macierzy:

a) Macierze symetryczne spelniaja wzor (x).
b) Macierze izometrii spelniaja wzor (x).

¢) Kazda macierz jest iloczynem pewnej macierzy symetrycznej i pewnej macierzy izo-
metrii.

d) Jesli dwie macierze spetniaja wzor (x), to ich iloczyn tez spelnia ten wzor.

e) Zatem kazda macierz spelnia wzor (x).

Zadanie 146. Udowodnij, ze istnieje nieskoriczony podzbiér R? ktérego dowolne 3 elementy sa
Inz.
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Zadanie 147. Niech F i G beda liniowymi izometriami R?, takimi ze det F' # det G. Uzasadnij,
ze det(F + G) = det F + det G.

Zadanie 148. Niech Q(x,y, 2)T = 22+1y?—22. Pokaz, ze nie istnieje liniowy uktad wspotrzednych
2’ y', 2" na R, w ktorym @ bytaby zadana wzorem (z)? — (/)% — (2/)2.

Zadanie 149. Zatoézmy, ze M jest macierza 2 x 2 o wyrazach catkowitych, taka ze MY = I dla
pewnego calkowitego N > 0. Udowodnij, ze M2 = I.

Zadanie 150. Niech Q1,Qa, ..., Q150 beda formami kwadratowymi na R2. Udowodnij, ze
(VU € R*)(3i,5)(i # j A Qi(U) — Q;(U)] < 1000)] = [(3i,)(i # j A Qi = Qj)]-

Zadanie 151. Wiadomo, ze A o B jest symetrig wzgledem prostej przechodzacej przez 0, za$
m(A) = 0,25 —0,75
10,75 0,25

Zadanie 152. Napisz macierze 2 x 2: A — obrotu przeciwzegarowego o 2,?”; B — odbicia wzgledem
osi OY. Niech G = {M : (In > 0)(IMq, ..., M,, € {A,B})(M = M ... M,)}. Znajdz wszystkie
elementy zbioru G.

} . Oblicz wartosci wlasne przeksztalcenia B.
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