Algebra liniowa 1R, Lista 6
Sprawdz, ze (AB)T = BTAT, (AT)T = A, (A™H)T = (AT)7L, tr(AT) = tr(A), det(AT) = det(A).

2. Udowodnij, ze (AT X,Y) = (X, AY).

3. Zdiagonalizuj jak w twierdzeniu spektralnym nastepujace macierze symetryczne (postaraj sie minimal-

izowa¢ ilo$¢ rachunkéw):
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Rozpoznaj nastepujace krzywe stopnia 2 sprowadzajac ich réwnania do mozliwie prostej postaci: (a)
222 + 3y? — 4x + 18y + 28 = 0, (b) 222 + 3y — 4z + 18y + 29 = 0, (c) 222 + 3y? — 42 + 18y + 30 = 0,
(d) 2? — 5y? — 42 — 50y — 123 = 0, (e) 2? — 5y? — 42 — 50y — 121 =0, (f) —y?> — Tz + 8y — 21 = 0, (g)
—y? +8y—21=0, (h) —y?>+8y—16=0, (i) —y*> +8y — 11 =0.
Wzory ' = x +y, y = x — 2y zadaja, liniowy, ale nieprostokatny uktad wspéhrzednych na plaszczyznie.
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a) wskaz dwa punkty P = [z} ], P, = [z? ], takie ze d(Py, P2) # /(2 — 25)2 + (v} — v5)%.
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b) wskaz dwa wektory U; = [ ], Us = [:;,2}, takie ze (Uy, Ua) # xah + yivh.
2

h

10.

11.

12.
13.

14.

15.

Uzasadnij, ze w prostokatnym liniowym uktadzie wspoétrzednych we wzorach z poprzedniego zadania
zachodza, réwnosci.

Niech A = (é g) bedzie macierza, przeksztatcenia liniowego F, jak réwniez macierza formy kwadratowej @
(w standardowym ukladzie wspélrzednych). WprowadZzmy nowy liniowy uktad wspétrzednych wzorami
' =2x+y, y =x+ 2y. Znajdz macierz F i macierz @ w tym nowym ukladzie wspéhzednych.
Podaj przyktad réwnania stopnia 2 postaci az? +2bxy + cy? = d opisujacego (a) pare prostych przecina-
jacych sie w punkcie (8); (b) pare prostych réwnoleglych do wektora (é), (c) okrag przechodzacy przez
punkt (Z); (d) 0; (f) hiperbole przechodzaca, przez (g), taka, ze kat miedzy jej asymptotami wynosi /3.
Dana jest krzywa x? + 2y + y?> — 1 = 0. Napisz jej réwnanie w ukladzie wspélrzednych powstalym ze
standardowego przez obrét o kat w/4 (wszystko jedno w ktdra strone) i rozstrzygnij co to za krzywa.
ZnajdZ kanoniczne réwnania ponizszych krzywych diagonalizujac stosowna macierz symetryczng (lub
inaczej). Nastepnie znajdZ wektory wlasne tej macierzy i prostokatny uklad wspéhrzednych w ktérym
réwnanie staje sie kanoniczne. Rozpoznaj i naszkicuj krzywa, (na tle oryginalnych wspétrzednych).
(a) 22 +3zy + 9%+ 1 =0, (b) 422 + 2y 2xy + 35> = 1,
Zbadaj i naszkicuj krzywe (uzywajac strategii z poprzedniego zadania lub inaczej):
(c) 22 —2zy+y2=1,(d) 22 -3y2 =0, (e) 22 + 22y + ¢y?> =0, (f) 22 + 2y + 3> = 0.
W zaleznoéci od wartoéci liczb A, p, stwierdZ czym jest zbiér rozwiazan réwnania A\x? + py? = 0.
Rozwazmy réwnanie ax? + 2bxy + cy? = h. Ma ono postaé kanoniczna A(z')? + pu(y')? = 1 lub A\(2')? +
u(y')? = 0 w pewnym prostokatnym uktadzie wspétrzednych. Rozpatrujac znaki liczb ac—b2, a, h mozna
sporo powiedzie¢ o znakach liczb A, u (zréb tabelke?). Uzyj tej metody by stwierdzié¢, czy nastepujace
réwnania reprezentuja, elipse, hiperbole, prosta, pare prostych, punkt czy zbiér pusty.
(a) 22 — 32y +y? =1, (b) 2522 + 10xy + 3% = 2, (c) 2% — 22y — 2y% =0, (d) 2% + 4oy + y* = -7,
(e) 22 — 6zy +9y? = 0, (f) 322 + Toy — y* = =2, (g) 7T2® — 22y + 29> = 0, (h) 2 + 2y = -3,
Niech X bedzie niezerowym wektorem wlasnym macierzy symetrycznej S, za$ Y niech bedzie niezerowym
wektorem prostopadlym do X. Uzasadnij, ze SY 1 X i wywnioskuj, ze Y jest wektorem wlasnym S.
Zalézmy, ze wartosci wlasne macierzy symetrycznej M sa dodatnie.

a) Uzasadnij, ze dla kazdego niezerowego wektora X mamy (M X, X) > 0.

b) Udowodnij, ze jesli P jest macierza odwracalna to wartosci wiasne macierzy P M P sa dodatnie.
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Sprowadz do postaci kanonicznej (wraz z wyrazeniem nowych wspélrzednych przez stare i starych przez
nowe) krzywe: (a) 3422 — 24zy + 41y% — 202 — 140y + 125 = 0, (b) 22 —2zy +y?> + 2 +y = 0, (c)
922 — 24zy 4+ 16y?> — 10z + 5y + 7 =0.
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Znajdz o$ symetrii obrazu paraboli y = v/22? przez przeksztalcenie o macierzy (é i) .

Znajdz wszystkie odwracalne przeksztalcenia liniowe F', takie ze obrazem hiperboli xy = 1 przez F' jest
ta sama hiperbola. Ktore spoérdod znalezionych przeksztatcen sa izometriami?

Niech M, N beda dwoma punktami, za$ L > d(M, N). Uzasadnij, ze {P € R?: d(P,M)+d(P,N) = L}
jest elipsa. (Wsk: Wybierz uklad wspéhrzednych, w ktérym M, N leza na osi OX, oba w tej samej
odlegltosci od O. Licz az wyjdzie.)

Udowodnij, ze jedli F' jest przeksztalceniem liniowym, to istnieja dwa niezerowe wektory U, W prosto-
padle do siebie, takie ze F(U) i F'(W) sa prostopadte.



