Algebra liniowa 1R, Lista 7

1. Przedstaw w postaci a + bi: %, %, %, i%, (_2+Z.)1(1_3i), 8:232
2. Zapisz w postaci trygonometrycznej: —1, 1+, —1 — v/3i, 7 — 7i, —5 + 5/3i.
3. Oblicz (2 + 3¢)(7 — i).
. . , z4+iw=1 (I1+di)z—iw=3+1
4. Rozwiaz uklady réwnan (a) {zz w14 (b) { (24 1)z + (2 — i) = 2
5. Rozwiaz (w C):
(a) 22—24+1=0, (b) 224+32+3—i=0, (c) 22+ (2i—1)z+1+5i =0, (d) 22 +iz =2, (e) 22+% = 6—5i.
6. Udowodnij: (a) |—2| = |z, (b) |z/w| = |z[/|w], (¢) [2/|2]| = 1, (d) Re(iz) = —Im(2), (e) Im(iz) = Re(2),
Hzw=zw, (g z+w=z+w, (h) |z +w| < |z| + |w]|
7. Srednia arytmetyczna pewnych 150 liczb zespolonych wynosi 1. Udowodnij, ze przynajmniej jedna z
tych liczb ma modut nie mniejszy niz 1.
8. Oblicz podane iloczyny postugujac sie postacia trygonometryczna;
(a) (1+0)(V3+1), (b) (4 +4i) (=3 + 34), (c) (10— 10v/30)(2 — 20), (d) (V3 +0)*.
, , 129
9. Oblicz (a) (14 1)19%; (b) (1+ Y2 + 1)24; (c) (*Tﬁ) .

10. Wyraz sin(5¢) przez sin ¢ i cos ¢. [Wsk. Uzyj wzoru de Moivre’a.]

11. WyprowadZ wzoér na postaé¢ trygonometryczna ilorazu dwéch liczb zespolonych (o zadanych postaciach
trygonometrycznych). Uzyj go do obliczenia ilorazéw:

(a) (2+20)/(1 =), (b) (1 —30)/(V3+1), (c) 3i/(1 +1).

12. Narysuj zbiér {12 : t € R}.

13. Postugujac sie postacia, trygonometryczna, oblicz i narysuj podane pierwiastki:

(a) 3 stopnia z 8i; (b) 6 stopnia z 27; (c) 4 stopnia z —(1/2) — (v/3/2)i; (d) 8 stopnia z 1.

14. Naszkicuj na plaszczyznie zbiér zadany réwnaniem / nieréwnoscia;

(a) Iéj‘l =1; (b) tﬂll =2; (c) largz| < 7/3; (d) 3 < |z —2+14| <5; (e) =1 < Re(iz) < 0.

15. Udowodnij, ze 2:) <1 <= Im(z) > 0. Zinterpretuj geometrycznie.

16. Liczbe zespolong nazywamy pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1, jesli kazdy pierwiastek stopnia
n z 1 jest jej potega. Ktdre sposréd pierwiastkéw z 1 stopnia: (a) 3; (b) 12; (c) 16; sa pierwiastkami
pierwotnymi tegoz stopnia z 17

17. Oblicz sume i iloczyn wszystkich pierwiastkéw stopnia n z 1.

18. Wyznacz liczby zespolone odpowiadajace parze przeciwlegtych wierzchotkéw kwadratu, jesli pozostatym
dwom wierzchotkom odpowiadaja liczby z oraz w.

19. Zinterpretuj geometrycznie wyrazenie arg (ﬁ) (Zakladamy 2z, # z3 # 22.)

20.



Algebra liniowa 1R, Lista 8

1. Zapisz w postaci wykladniczej: —1, 1414, —1 —/3i, 7 — 7i, =5 + 5v/3i, 1 + @ + 1.

Roz16z wielomian P(z) na czynniki liniowe nad C, a takze na czynniki liniowe i nierozkladalne kwadra-
towe nad R. Wykorzystaj fakt, ze liczba a jest pierwiastkiem P.

(a) P(z) = 2% =22 =52+ 6, a = —2;

(b) P(z) = 2* + 223 + 722 — 182 + 26, a = —2 + 3i;

(c) P(z) =2* =323 +322 - 32+ 2, a=1;

(d) P(z) = 2° + 22% + 223 + 1022 + 252, a = 1 — 2i.

Napisz wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych, taki ze liczby 1, 3, 2 4+ i sa, jego pierwiastkami.

Sprowadz do postaci Jordana (w razie potrzeby nad C): <_11 _11> , (_11 1) .

10.
11.

12.

13.

14.
15.

Na bokach czworokata wypuktego zbudowano (na zewnatrz tego czworokata) kwadraty o $rodkach A,
B, C, D. Udowodnij, ze odcinki AC' i BD sa, prostopadle i maja te sama, dtugosé.

Rozléz wielomian P(z) na czynniki liniowe nad C, a takze na czynniki liniowe i nierozkladalne kwadra-
towe nad R.

(a) P(z) = z* + 1;

(b) P(z) = 2* + 423 + 422 — 42 — 5;

(c) P(z) =25 +27.

Niech M € Msy2(C). Uzasadnij uzywajac twierdzenia Jordana, ze jedli M9 = 0, to M? = 0.
Sprowadz do postaci Jordana nad C:

Ga) () (Bs)

Sprowadz macierze z poprzedniego zadania do rzeczywistej postaci Jordana.
. 50
Oblicz ( 11) .

—13

. 464 s C P .
Oblicz (12 _g) . Pomys$l jak zminimalizowaé ilo$¢ potrzebnych rachunkoéw.

23 -7

1232
Oblicz < 1 \/§> (2) Pomysl jak zminimalizowaé ilosé¢ potrzebnych rachunkéw.

Zmajdz mozliwie duzo X € Mayo(R) speliajacych réwnanie X2 = <g 3)

Rozwiaz réwnania: (a) (z+1)" —(z—1)"=0; (b) (z+4)"+ (2 —49)" =0.

Uzasadnij wzér 22" —1 = (z — 1)II7_, (x2 — 2z cos 227ka1 + 1). Znajdz analogiczny wzér dla z2" — 1.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

Uzasadnij (dla z # 1) wzér 1+ 2+ 22+ ...+ 2" = l’f_rjl. Dla z = €™ czeéé rzeczywista tego wzoru
da wzor na sume Y _,cos(kz), a cze$¢ urojona da wzér na Y, _,sin(kz). Napisz te wzory; sprébuj
przeksztalcié je do rzeczywistej postaci (tak, by w ostatecznej odpowiedzi byly funkcje trygonometryczne,

a nie eksponensy liczb urojonych).

Oblicz (2 +14)(5 4 ¢)(8 +4). Wywnioskuj nastepujacy wzdr Strassnitzky’ego:

U 1 1 1

1 = arctg§ + arctgg + arctgg.
Udowodnij, ze TTf_,; cos 22 = +27"; oraz ze II}_, sin 555 = Y2 Znajdz analogiczne wzory dla
Wyznacz wszystkie takie wielomiany W (x) o wspdlezynnikach rzeczywistych, ze dla kazdej liczby rzeczy-
wistej = spetiona jest réwnosé W (z2)W (23) = (W (x))®.

Oszacuj, jak zachowuje sie dlugo$é¢ wektora (_‘3 ?)n(g) gdy n — +o0.

n—1 n—1 _:
IT;;Z; cos =& oraz dla II})~; sin

Niech apn4+1 = 3a,, — 4an_1, ap = 0, a; = —4. Znajdz przyblizona wartosé aigo (ile cyfr ma ta liczba?
jaka jest pierwsza cyfra? to moze wymagaé zajrzenia do tablic).
Przeczytaj prolog ksigzki W. Rudina Analiza rzeczywista i zespolona.



