Algebra liniowa 1R, Lista 12
Wszystkie macierze ktorych rozmiar nie jest explicite okreslony to macierze 3 x 3.

1. Uzasadnij nastepujace wzory. Zaléz, ze wystepujace w nich macierze odwrotne istnieja. a) (M 1)~ =
M; b) det(MNM~1') = det(N); c) det(M 1) = (det(M))~ 1.

2. Znajdz wektory i wartosci wlasne dla (a) obrotu o kat 6 wokét pewnej prostej; (b) rzutu na prosta; (c)
rzutu na plaszcezyzne; (d) symetrii wzgledem prostej; (e) symetrii wzgledem plaszcezyzny. (O wszystkich
prostych i plaszczyznach o ktérych mowa w tym zadaniu zakladamy, Zze przechodza przez 0.)

3. Napisz co najmniej trzy macierze izometrii w ktérych pierwszym wierszem jest (3/5,v/7/5, —3/5).

4. Podana macierz jest macierzg izometrii. Czy ta izometria jest obrotem, czy symetrig obrotowa? Wokét
jakiej prostej? O jaki kat?

0 -1 0 1 0 0
0o 0 -1]; 0 0 -1
1 0 0 0 1 0

5. Naszkicuj powierzchnie: 2 = 0, 22+ 4y2 +422 =0, 22 +22 =0, 22+22 =1, 22 —¢y? =0,
2?24y -2t =1, 22+ +22=0, —2P+yP+22=1, z—y?=0.

6. Niech ciag (a,) bedzie zadany rekurencyjnie: ag = 1, a1 = 7, ag = =1, apt3 = 4ant2 — ani1 — 6ay,.
Wyprowadz jawny wzér na n-ty wyraz tego ciagu.

7. Znajdz macierz izometrii liniowej F, takiej ze: (a) F((2,2,—1)T) = (0,3,0)7; (b) F((2,2,-1)7) =
(la _17 ﬁ)T

8. Znajdz macierz obrotu o § wokét prostej x = —y = £, w ktérakolwiek strong. Nastepnie wyttumacz
komus w ktora strone obracates.

9. ZnajdZ macierz zlozenia obrotu prawoskretnego wokét prostej X = (2,1, 2)T o kat 7 ( przeksztalcenia
R(271,2)T,%) i odbicia w plaszczyznie prostopadlej do osi tego obrotu.

10. Niech A bedzie liniowa, izometria R? zmieniajaca orientacje, taka, ze liczba 1 jest jej wartodcia wilasna,
Uzasadnij, ze A jest odbiciem wzgledem pewnej ptaszczyzny.

1 2 1 -1
11. Znajd7z symetryczng macierz A € M3y 3(R), takaze A 1 | =2 |, Al -2 | =] 2 |,aliczba 3
1 2 1 -1
jest wartoscia, wlasna A.

12. Znajdz symetryczna macierz A € Mzy3(R), taka ze ya(z) = 222 — 23, a kazdy wektor plaszczyzny
2z + y + z = 0 jest wektorem wlasnym A.

13. Podaj przyklad macierzy symetrycznej A € Msy3(R), takiej ze wektory (1,—1,0)T, (0,1,—1)T i
(1,0,—1)T sa jej wektorami wlasnymi, a wektor (1,2,3) " nie jest jej wektorem whasnym.

14. Podaj przyktad formy kwadratowej @ na R?2, takiej ze Q(F1),Q(E2),Q(E3) > 0, ale dla pewnego
U € R? mamy Q(U) < 0.

15. Wiadomo, ze powierzchnia stopnia 2 zadana réwnaniem

az? + 2bxy + 2cxz + dy? + 2eyz + f22 4+ g =0
moze by¢ elipsoida, hiperboloida jednopowlokowa, hiperboloida dwupowlokowa, ... Uzupelnij te liste
rozwazajac wszystkie mozliwe postacie kanoniczne powyzszego réwnania. Uwzglednij takze przypadki
zdegenerowane, jak np. punkt.

16. Udowodnij, ze kazda zachowujaca 0 izometria R? jest liniowa. [Robi sie to podobnie jak dla R2.]

17. Przedstaw elipsoide o dlugosciach pélosi a, b, ¢ jako obraz sfery x? + y? + 22 = 1 przez odpowiednie
przeksztalcenie liniowe R3. Znajac wzdér na objetoéé kuli i wiedzac jak zmienia sie objeto$é pod wplywem
przeksztalcenia liniowego oblicz objetosé obszaru ograniczonego ta, elipsoida,.

18. Oblicz objetoéé obszaru ograniczonego elipsoida 2% + 232 + 522 + 22y + 4yz = 1.

19. Uzasadnij, ze dla dowolnej elipsoidy istnieje plaszczyzna, taka ze ich przekrdj jest okregiem.

20. Niech M bedzie macierza 2 x 2 o wyrazach calkowitych. Zalézmy, ze M™ = I dla pewnej dodatniej

liczby catkowitej n. Udowodnij, ze M1? = I.



