
Algebra liniowa 1R, Lista 12
Wszystkie macierze których rozmiar nie jest explicite określony to macierze 3× 3.

1. Uzasadnij naste
‘
puja

‘
ce wzory. Za lóż, że wyste

‘
puja

‘
ce w nich macierze odwrotne istnieja

‘
. a) (M−1)−1 =

M ; b) det(MNM−1) = det(N); c) det(M−1) = (det(M))−1.

2. Znajdź wektory i wartości w lasne dla (a) obrotu o ka
‘
t θ wokó l pewnej prostej; (b) rzutu na prosta

‘
; (c)

rzutu na p laszczyzne
‘
; (d) symetrii wzgle

‘
dem prostej; (e) symetrii wzgle

‘
dem p laszczyzny. (O wszystkich

prostych i p laszczyznach o których mowa w tym zadaniu zak ladamy, że przechodza
‘
przez 0.)

3. Napisz co najmniej trzy macierze izometrii w których pierwszym wierszem jest (3/5,
√

7/5,−3/5).

4. Podana macierz jest macierza
‘
izometrii. Czy ta izometria jest obrotem, czy symetria

‘
obrotowa

‘
? Wokó l

jakiej prostej? O jaki ka
‘
t?  0 −1 0

0 0 −1
1 0 0

 ;

 1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

 .

5. Naszkicuj powierzchnie: x2 = 0, x2 + 4y2 + 4z2 = 0, x2 + z2 = 0, x2 + z2 = 1, x2 − y2 = 0,
x2 + y2 − z2 = −1, x2 + y2 + z2 = 0, −x2 + y2 + z2 = 1, z − y2 = 0.

6. Niech cia
‘
g (an) be

‘
dzie zadany rekurencyjnie: a0 = 1, a1 = 7, a2 = −1, an+3 = 4an+2 − an+1 − 6an.

Wyprowadź jawny wzór na n-ty wyraz tego cia
‘
gu.

7. Znajdź macierz izometrii liniowej F , takiej że: (a) F ((2, 2,−1)>) = (0, 3, 0)>; (b) F ((2, 2,−1)>) =
(1,−1,

√
7)>.

8. Znajdź macierz obrotu o π
6 wokó l prostej x = −y = z

3 , w która
‘
kolwiek strone

‘
. Naste

‘
pnie wyt lumacz

komuś w która
‘
strone

‘
obraca leś.

9. Znajdź macierz z lożenia obrotu prawoskre
‘
tnego wokó l prostej X = t(2, 1, 2)> o ka

‘
t π

4 ( przekszta lcenia
R(2,1,2)>,π4

) i odbicia w p laszczyźnie prostopad lej do osi tego obrotu.

10. Niech A be
‘
dzie liniowa

‘
izometria

‘
R3 zmieniaja

‘
ca

‘
orientacje

‘
, taka

‘
że liczba 1 jest jej wartościa

‘
w lasna

‘
.

Uzasadnij, że A jest odbiciem wzgle
‘
dem pewnej p laszczyzny.

11. Znajdź symetryczna
‘
macierz A ∈ M3×3(R), taka

‘
że A

 1
1
1

 =

 2
2
2

, A

 1
−2
1

 =

−1
2
−1

, a liczba 3

jest wartościa
‘
w lasna

‘
A.

12. Znajdź symetryczna
‘

macierz A ∈ M3×3(R), taka
‘

że χA(x) = 2x2 − x3, a każdy wektor p laszczyzny
2x+ y + z = 0 jest wektorem w lasnym A.

13. Podaj przyk lad macierzy symetrycznej A ∈ M3×3(R), takiej że wektory (1,−1, 0)>, (0, 1,−1)> i
(1, 0,−1)> sa

‘
jej wektorami w lasnymi, a wektor (1, 2, 3)> nie jest jej wektorem w lasnym.

14. Podaj przyk lad formy kwadratowej Q na R3, takiej że Q(E1), Q(E2), Q(E3) > 0, ale dla pewnego
U ∈ R3 mamy Q(U) < 0.

15. Wiadomo, że powierzchnia stopnia 2 zadana równaniem

ax2 + 2bxy + 2cxz + dy2 + 2eyz + fz2 + g = 0

może być elipsoida
‘
, hiperboloida

‘
jednopow lokowa

‘
, hiperboloida

‘
dwupow lokowa

‘
, . . . Uzupe lnij te

‘
liste

‘
rozważaja

‘
c wszystkie możliwe postacie kanoniczne powyższego równania. Uwzgle

‘
dnij także przypadki

zdegenerowane, jak np. punkt.

16. Udowodnij, że każda zachowuja
‘
ca 0 izometria R3 jest liniowa. [Robi sie

‘
to podobnie jak dla R2.]

17. Przedstaw elipsoide
‘

o d lugościach pó losi a, b, c jako obraz sfery x2 + y2 + z2 = 1 przez odpowiednie
przekszta lcenie liniowe R3. Znaja

‘
c wzór na obje

‘
tość kuli i wiedza

‘
c jak zmienia sie

‘
obje

‘
tość pod wp lywem

przekszta lcenia liniowego oblicz obje
‘
tość obszaru ograniczonego ta

‘
elipsoida

‘
.

18. Oblicz obje
‘
tość obszaru ograniczonego elipsoida

‘
x2 + 2y2 + 5z2 + 2xy + 4yz = 1.

19. Uzasadnij, że dla dowolnej elipsoidy istnieje p laszczyzna, taka że ich przekrój jest okre
‘
giem.

20. Niech M be
‘
dzie macierza

‘
2 × 2 o wyrazach ca lkowitych. Za lóżmy, że Mn = I dla pewnej dodatniej

liczby ca lkowitej n. Udowodnij, że M12 = I.


