Przeksztalcenia liniowe

Przeksztalcenie F': R? — R? jest liniowe, jesli

7 (a:) _ (a:z: + by)
Y cx + dy

(dla pewnych a,b,c,d € R, zaleznych od F).

a) jest postaci

b) (réwnowaznie) jest addytywne i jednorodne:

(VX,Y e R})(F(X+Y) = F(X)+F(Y)), (VX € R?)(Vt € R)(F(tX) = tF(X)).

Macierze

Macierz przeksztalcenia opisanego wzorem z a): (CCL Z)

Kazdemu liniowemu przeksztalceniu plaszezyzny F' odpowiada jedna macierz m(F).

Kazdej macierzy A [rozmiaru 2x2, o wyrazach rzeczywistych| odpowiada jedno
przeksztalcenie liniowe F4.

Anatomia macierzy
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kolumny wiersze Wyrazy
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Uwaga. Kolumnami m(F) sa wektory F(E;), F(E3).
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Macierz obrotu

Sprawdzimy, ze Ry (obrét wokodl zera przeciwzegarowo o kat 6) jest liniowe.
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Wiemy zatem, ze Ry jest liniowe. Ma wiec ono macierz, ktorej kolumnami sa wektory

Ry(E71) i Ro(E»).
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Wzér na obrot:

x cosf-x —sinf -y
Ry = .

Y sinf - x +cosf -y
Naktadanie macierzy na wektor:

(::t f (;>: ()
o ( 4596)

3 S+4e
UWo.jOL’.

F(X) = m (F)X

(

cosf) —sinf T
sinf  cosf Y

( ou« lAw‘»Obyo‘( F)

v



FolG

Ztozenie przeksztalcen

Definicja. Niech F,G:R? — R?. Definiujemy zlozenie F' i G: jest to przeksztalcenie

FoG:R? = R? dane jako (F o G)(X) = F(G(X)).

Przyktad 1. Sktadanie translacji

Ty oTw)(X) =Ty (Tw (X)) =Ty (X +W)=X+W+U =Ty w(X)

A WiQC TU o) TW = TU+W-

Przyktad 2. Sktadanie odbi¢ — nieprzemiennosé.
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Fakt. Ztozenie przeksztatcen liniowych jest liniowe.
Dowéd. Niech F'; G beda liniowe.

Foa0x+Y) = F(G(xet) = F(c®+6) = F (6 (x)+F(6(y)-

G (uroe Fl‘l:puz.

= F-6)(X) + (Fo6)(Y)

(F-G)(#X) = F(e(¢X)= E(ted) = t Fe()=tEeyy
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Macierz zlozenia
Niech F'; G beda liniowymi przeksztalceniami ptaszczyzny.
Pokazaliémy, ze wtedy F' o G tez jest liniowe.
Czy potrafimy wyliczy¢ macierz m(F o G) w terminach m(F') i m(G)?
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Przyktad 2, cd. -
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Odwracalnos¢ przeksztalcen

Definicja 1. Przeksztalcenie F: X — Y jest odwracalne, jezeli

(Vy e Y)(3lzx € X)(F(z) =y).

[ S—
L ishagie Jedywy
[Wtedy F~1:Y — X, przypisujace elementowi y 6w jedyny element x, ktérego ist-
nienie jest zapewnione powyzszym warunkiem, jest dobrze okreslong funkcja z Y do X,
tzw. odwrotna do F'.]

Definicja 2. Przeksztalcenie F: X — Y jest odwracalne, jezeli istnieje G: Y — X,
takie ze
FOGZIdy, GOFZIdx.

Definicja 3. Macierz A jest odwracalna, jesli istnieje macierz B, taka ze

AB=1I BA=1I.

Fakt.

Jesli F' jest odwracalne, to istnieje jedyne G jak w definicji 2.

Jesli A jest odwracalna, to istnieje jedyne B jak w definicji 3.

[Piszemy: G = F~! / B = A~! i méwimy o przeksztalceniu odwrotnym / macierzy
odwrotnej.]

Dowdd.



