Diagonalizacja

AU = \U

Xa(x) =det(A—x-1)
Fakt 1. A jest wartoscia wlasna A <= xa(\) =0.

Fakt 2. Jesli A\, n sa dwiema réznymi wartosciami wtasnymi A, zas U, W odpowiada-
jacymi im niezerowymi wektorami wlasnymi, to U, W sa liniowo niezalezne.

Twierdzenie. (o diagonalizacji).
Zatozmy, ze Uy, Us sg liniowo niezaleznymi wektorami wlasnymi macierzy A odpowia-
dajacymi warto$ciom wlasnym A1, Ay. Wtedy
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gdze P jest macierza o kolumnach Uy, Us.

Definicja. Macierz postaci nazywamy diagonalng. Macierz A jest diago-
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nalizowalna, jeéli A = PDP~! dla pewnej diagonalnej macierzy D i pewnej odwracalnej
macierzy P.

Whiosek. Jesli macierz (rozmiaru 2 x 2) ma dwie rézne wartosci wlasne, to jest
diagonalizowalna.
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Dynamiczna interpretacja diagonalizacji
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Liniowe uklady wspélrzednych

()=o) ++(1) = < Bty
Definicja.

Bazg R? nazywamy uporzadkowana liniowo niezalezng pare wektoréw (U, W) (gdzie
U W € R?).
Kazdy wektor X € R? mozna jednoznacznie przedstawi¢ w danej bazie:

X =uU+wW, u,weR.

W tym wzorze liczby u, w zalezg od X;
przy ustalonej bazie (U, W) mozna je traktowaé jak funkcje X — u, X — w;
te pare funkcji R? — R nazywamy liniowym uktadem wspétrzednych zwiazanym z
baza (U, W).
Bedziemy pisaé: X = [Z]
Jesli baza (U, W) sklada sie z wektoréw wlasnych przeksztalcenia liniowego F, to we
wspdblrzednych zwiazanych z ta bazg F' jest dane macierza diagonalna:

Fm = FuU + wW) = uF(U) + wF(W) = uAU + wpV’ = [:Z] — (g 2) m

Zwiazek nowych i starych wspoélrzednych:
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Statyczna interpretacja diagonalizacji
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Przyklad.
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Geometryczna interpretacja wyznacznika macierzy

Fakt. Przeksztalcenie liniowe F' zmienia pola figur ze skalg | det F'|, tzn, dla dowolnej
figury P C R? majacej pole zachodzi

Pole (F[P]) = | det F'| - Pole (P).
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Przykitad.

Przeksztalcenie o macierzy (8 2) zachowuje pole <= ab= +1.
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Przykitad.

Pole pelnej elipsy {(Z) | (%)2 + (%)2 < 1} (gdzie a,b > 0) jest réwne mab.
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