
Diagonalizacja

AU = λU

χA(x) = det(A− x · I)
Fakt 1. λ jest wartością własną A ⇐⇒ χA(λ) = 0.

Fakt 2. Jeśli λ, η są dwiema różnymi wartościami własnymi A, zaś U,W odpowiada-
jącymi im niezerowymi wektorami własnymi, to U,W są liniowo niezależne.

Twierdzenie. (o diagonalizacji).
Załóżmy, że U1, U2 są liniowo niezależnymi wektorami własnymi macierzy A odpowia-

dającymi wartościom własnym λ1, λ2. Wtedy

A = P
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gdze P jest macierzą o kolumnach U1, U2.

Definicja. Macierz postaci
�
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�
nazywamy diagonalną. Macierz A jest diago-

nalizowalna, jeśli A = PDP−1 dla pewnej diagonalnej macierzy D i pewnej odwracalnej
macierzy P .

Wniosek. Jeśli macierz (rozmiaru 2 × 2) ma dwie różne wartości własne, to jest
diagonalizowalna.



Przykład.

A =

�
1/2 1/3
1/2 2/3

�

A

�
2

3

�
= 1 ·

�
2

3

�
, A

�
1

−1

�
=

1

6

�
1

−1

�

A = P

�
1 0
0 1/6

�
P−1, P =

�
2 1
3 −1

�

Potęgowanie macierzy diagonalnej

PDP−1 = PDP−1PDP−1PDP−1PD . . .DP−1PDP−1 =

Przykład.�
1/2 1/3
1/2 2/3

�100

= P

�
1 0
0 1/6

�100

P−1 =



Dynamiczna interpretacja diagonalizacji



Liniowe układy współrzednych
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Definicja.
Bazą R2 nazywamy uporządkowaną liniowo niezależną parę wektorów (U,W ) (gdzie

U,W ∈ R2).
Każdy wektor X ∈ R2 można jednoznacznie przedstawić w danej bazie:

X = uU + wW, u,w ∈ R.

W tym wzorze liczby u, w zależą od X;
przy ustalonej bazie (U,W ) można je traktować jak funkcje X �→ u, X �→ w;
tę parę funkcji R2 → R nazywamy liniowym układem współrzędnych związanym z

bazą (U,W ).

Będziemy pisać: X =
�
u
w
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Jeśli baza (U,W ) składa się z wektorów własnych przekształcenia liniowego F , to we
współrzednych związanych z tą bazą F jest dane macierzą diagonalną:
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Związek nowych i starych współrzednych:
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Statyczna interpretacja diagonalizacji
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Geometryczna interpretacja wyznacznika macierzy

Fakt. Przekształcenie liniowe F zmienia pola figur ze skalą | detF |, tzn, dla dowolnej
figury P ⊂ R2 mającej pole zachodzi

Pole (F [P ]) = | detF | · Pole (P ).



Przykład.
Przekształcenie o macierzy
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Przykład.
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�2 ≤ 1} (gdzie a, b > 0) jest równe πab.


