Diagonalizacja
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jestedmy: w A z prawdopodobienstwem p
w B z prawdopodobienstwem ¢ = 1 — p;
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nastepnego dnia jestedmy: w A z prawdopodobienstwem p - % +q-

Wiy =

w B z prawdopodobienstwem p - % +q-

Pn / qn — prawdopodobienstwa ze jesteSmy w A / B po n dniach.
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Czy istnieje prosta ¢ (przechodzaca przez 0), taka ze Fa[l] = £7

Roéwnowaznie: czy istnieje niezerowy wektor ( ) taki ze A( ) )\( ) (dla pewnego A € R)?
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Definicje
1) Niezerowy wektor U € R? nazywamy wektorem wlasnym macierzy A / przeksztalcenia

liniowego F', jesli istnieje A € R, taka ze

AU=XU |/ FU)=MU

2) Jesli liczba rzeczywista A ma te wlasnoéé, ze istnieje niezerowy wektor U € R?
speliajacy
AU = \U / FU)=\U

to nazywamy ja wartoScig wlasng macierzy A / przeksztalcenia F (odpowiadajaca
wektorowi wlasnemu U).

3) Wielomian y 4(x) = @ ; . d f | Bazywamy wielomianem charakterystycznym ma-
chi
cierzy A = CCL Z) x

Wielomian charakterystyczny przeksztalcenia definiujemy jako wielomian charakte-
rystyczny jego macierzy: xr () = Xm(r)(T).
4) Slad macierzy tr(A).
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Uwaga. xa(z) = det(A — x - I). Dzialania na macierzach.
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Podstawowe wlasnosci

Fakt 1. ) jest wartoscia wlasna A <= ) jest pierwiastkiem wielomianu charak-

terystycznego A. &
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Whiosek. Macierz 2 X 2 ma co najwyzej dwie wartosci wlasne. 3 - 2
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Fakt 2. Jedli A\, n sg dwiema réznymi wartoSciami wlasnymi A, zas U, W odpowiada-
jacymi im niezerowymi wektorami wtasnymi, to U, W sa liniowo niezalezne.
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Twierdzenie. (o diagonalizacji).
Zatézmy, ze Uy, Us sa liniowo niezaleznymi wektorami wlasnymi macierzy A odpowia-
dajacymi wartosciom wlasnym Aq, Ao. Wtedy

(A 0 L
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gdze P jest macierza o kolumnach Uy, Us.

Definicja. Macierz postaci (; S) nazywamy diagonalng. Macierz A jest diago-

nalizowalna, jesli A = PDP~! dla pewnej diagonalnej macierzy D i pewnej odwracalnej
macierzy P.
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A = PDP? detP= det (U, 0) #0
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Whniosek. Jedli macierz (rozmiaru 2 x 2) ma dwie rézne wartoéci wlasne, to jest
diagonalizowalna.

Dowdod. Niech A1, Ap beda dwoma réznymi wartosciami wlasnymi A.
Niech U;, Uy beda niezerowymi odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi.
7 Faktu 2 wiemy, ze Uy, Us sa Inz. Tw. o diagonalizacji stosuje sie.



Przyktad.

(s %2)
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Potegowanie macierzy diagonalnej

% o'° pt
(PDP~)= PDP~RDPPDPPD... DPPDP~! = P

Przyktad.
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