
Diagonalizacja

jesteśmy: w A z prawdopodobieństwem p
w B z prawdopodobieństwem q = 1− p;

następnego dnia jesteśmy: w A z prawdopodobieństwem p · 1
2 + q · 1

3

w B z prawdopodobieństwem p · 1
2 + q · 2

3

pn / qn – prawdopodobieństwa że jesteśmy w A / B po n dniach.
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Czy istnieje prosta � (przechodząca przez 0), taka że FA[�] = �?

Równoważnie: czy istnieje niezerowy wektor
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, taki że A

�
p
q

�
= λ

�
p
q

�
(dla pewnego λ ∈ R)?





Definicje

1) Niezerowy wektor U ∈ R2 nazywamy wektorem własnym macierzy A / przekształcenia
liniowego F , jeśli istnieje λ ∈ R, taka że

AU = λU / F (U) = λU

2) Jeśli liczba rzeczywista λ ma tę własność, że istnieje niezerowy wektor U ∈ R2

spełniający
AU = λU / F (U) = λU

to nazywamy ją wartością własną macierzy A / przekształcenia F (odpowiadającą
wektorowi własnemu U).

3) Wielomian χA(x) =

����
a− x b
c d− x

���� nazywamy wielomianem charakterystycznym ma-

cierzy A =

�
a b
c d

�
.

Wielomian charakterystyczny przekształcenia definiujemy jako wielomian charakte-
rystyczny jego macierzy: χF (x) = χm(F )(x).

4) Ślad macierzy tr(A).

Uwaga. χA(x) = det(A− x · I). Działania na macierzach.



Podstawowe własności

Fakt 1. λ jest wartością własną A ⇐⇒ λ jest pierwiastkiem wielomianu charak-
terystycznego A.

Wniosek. Macierz 2× 2 ma co najwyżej dwie wartości własne.

Fakt 2. Jeśli λ, η są dwiema różnymi wartościami własnymi A, zaś U,W odpowiada-
jącymi im niezerowymi wektorami własnymi, to U,W są liniowo niezależne.



Twierdzenie. (o diagonalizacji).
Załóżmy, że U1, U2 są liniowo niezależnymi wektorami własnymi macierzy A odpowia-

dającymi wartościom własnym λ1, λ2. Wtedy

A = P

�
λ1 0
0 λ2

�
P−1,

gdze P jest macierzą o kolumnach U1, U2.

Definicja. Macierz postaci
�
∗ 0
0 ∗

�
nazywamy diagonalną. Macierz A jest diago-

nalizowalna, jeśli A = PDP−1 dla pewnej diagonalnej macierzy D i pewnej odwracalnej
macierzy P .

Wniosek. Jeśli macierz (rozmiaru 2 × 2) ma dwie różne wartości własne, to jest
diagonalizowalna.

Dowód. Niech λ1, λ1 będą dwoma różnymi wartościami własnymi A.
Niech U1, U2 będą niezerowymi odpowiadającymi im wektorami własnymi.
Z Faktu 2 wiemy, że U1, U2 są lnz. Tw. o diagonalizacji stosuje się.



Przykład.
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Potęgowanie macierzy diagonalnej

PDP−1 = PDP−1PDP−1PDP−1PD . . .DP−1PDP−1 =
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