Orientacja pary wektoréw

Tw. Zalézmy, ze wektory U, W sa Inz.
1. det(U,W) >0 <= obrét od U do W o najmniejszym kacie jest przeciwzegarowy.
2. det(U, W) < 0 <= obrét od U do W o najmniejszym kacie jest zegarowy.

Definicja. Uporzadkowana pare wektoréw (U, W) nazywamy dodatnio zorientowang
jesli spelnia rownowazne warunki z 1., a ujemnie zorientowang jesli spelnia warunki z 2.

Dowoéd Twierdzenia.

Obracamy pare (U, W) do takiej pozycji, w ktérej wektor U jest skierowany w strone
dodatniej p6tosi OX. Wektory otrzymane po obréceniu oznaczmy przez (U’, W').

W trakcie obracania nie zmienia sie det(U, W), ani tez zegarowo$¢ najkrétszego kata
obrotu. -

Na koniec mamy U’ = (g), x>0, oraz W' = (), d # 0. Wtedy tez det(U’, W') = zd
ma taki sam znak jak liczba d.
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Fakt — Definicja.

Jesli det F' > 0, to F' przeprowadza:

dodatnio zorientowane pary wektoréw na dodatnio zorientowane pary wektorows;
ujemnie zorientowane pary wektoréw na ujemnie zorientowane pary wektoréw.
Moéwimy, ze F' zachowuje orientacje.

Jesli det F' < 0, to F' przeprowadza:

dodatnio zorientowane pary wektoréw na ujemnie zorientowane pary wektorows;
ujemnie zorientowane pary wektoréw na dodatnio zorientowane pary wektorow.
Moéwimy, ze F' zmienia orientacje.
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Izometrie ptaszczyzny
Odlegloéé punktéw x,y € R? bedziemy oznaczaé ||z — y|| lub d(z, y).

Definicja. Izometrig plaszczyzny nazywamy przeksztatcenie F: R? — R? spelniajace

(Vz,y € R?)  (d(F(x), F(y)) = d(z,y))

Przyktady.

2. —Fvnwsl—os.-e

3. Odbice ($7u«e'(7v16)

4 e ot

S. .t L()'t 2Loz€uin vo
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Fakt 1. Kazda izometria F plaszczyzny R? jest zlozeniem pewnej izometrii trzy
majacej 0 i pewnej translacji:
(3U € R?)(IF’ - izometria R?)(F'(0) =0A F =Ty o F').
(
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Twierdzenie. Izometria plaszczyzny trzymajaca zero jest liniowa.

Przyktad, cd.
F’ jest liniowe — wystarczy znalez¢é macierz m(F"); jej kolumnami sa F'(E;), F'(E2).
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Lemat. Zalézmy, ze F' jest trzymajacym zero przeksztatceniem plaszczyzny. Wtedy:
F jest izometria <= F zachowuje iloczyn skalarny.

(Frye ) (<FG),FE)> = <x,9D)

Dowdd.
=)
J(E6A ) = 1P@) — F)I? = (F@) - F). Fla) - Fy) bo £ ‘
’ = (K@), K(x)) - 2(K(x), K(y)) + (K@), K (v)) CZN;MV‘UQ
@LL‘ YT — y> , |
=e—yl* = dlxy)
=)

(F(2), F(y) = —3(IF(x) = F)I? = [|IF (2)]> = | F()]I*)

= -4 (d(F6),FG) - L(F®,07- d(&y),0F)
= _4 (d( ), () - d( 569, 800) - A( \ﬂE(y),\’S(O)ﬂ
Frisowd = & (A ol(x,0'= Ly, 0)

= L (le=y\- 0= (1yIF)

= < ®y?

J> VN FQD- F(<)
0 0=F(o)



Dowéd twierdzenia. Niech F bedzie trzymajaca zero izometrig R2.
7 lematu wiemy, ze F' zachowuje iloczyn skalarny.

LAF(E] =1, |[F(Ey)ll = 1, F(Er) L F(Ey).
2. Istnieje izometria liniowa M (postaci Ry lub Sy o Ry), taka ze (M o F)(E,) = Ei,

(Mo F)(E3) = Es.
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3. Niech G = M o F. Wtedy G zachowuje iloczyn skalarny, G(0) = 0, G(E1) = Fj,
G(E») = Es.

N /4 4. G =1d.
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