Czym moze by¢ krzywa stopnia 2 zadana réwnaniem
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Réwnanie w postaci (prawie) kanonicznej:

az® + By’ =1, az® + By? =0
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Fakt. Niech X’ = P7!X bedzie liniowym (niekoniecznie prostokatnym) uktadem

wspoélrzednych, zas A macierza 2 x 2.
a) Jedli F jest przeksztalceniem liniowym o macierzy A w standardowych wspétrzednych

X, to macierza F' w nowych wspétrzednych X’ jest P~'AP.
b) Jedli @ jest forma kwadratowa o macierzy A w standardowych wspéhrzednych X, to

macierzg Q w nowych wspétrzednych X’ jest PT AP.
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Co robi¢, gdy w réwnaniu sg wyrazy liniowe?

()

ax? + 2bxy + cy* +2dx 4+ 2ey + f =0

Potrzebujemy wtedy nieliniowych (afinicznych) prostokatnych uktadéw wspélrzednych.

Definicja. Para funkcji (z/,v') z R?> w R tworzy prostokgtny uktad wspétrzednych,
jesli

x x’
() =7l +v
Yy Y
dla pewnej macierzy izometrii P i pewnego wektora V. (Jesli zachodzi powyzszy wzér, to
izometria Ty o Fp przeprowadza osie OX, OY na osie OX’, OY".)

Ogdlna strategia radzenia sobie z réwnaniem (s:):

1) Diagonalizujemy cze$¢ kwadratowa; przeliczamy na nowe wspétrzedne wyrazy liniowe.
2) Uzupelniamy do kwadratu — o ile sie da.

Przvkiad 1. dzy + 2 +2y +1 = 0.
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Przyktad 2. l4x2 + 4xy + y|2 +2z—y—1=0.
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Ciagi zadane rekurencyjnie Xngg TAK,* bxq
Rozwazymy ciagi (z,,)02, opisane rekurencja stopnia 2: XMQ- o / “
Tpt2 = ATpt1 + 0Ty, T, x1— dane. x1'= axtb
=
X— ax-b=0

Przyktad: Ciag Fibonacciego fni12 = fnt1 + fn, fo =0, f1 = 1.

Chcemy umieé¢ co$ powiedzie¢ o wielkosci dalekiego wyrazu ciagu (np. fipo0) bez
liczenia wszystkich wczesniejszych wyrazow.

Przettumaczymy problem na jezyk wektorow i macierzy i uzyjemy diagonalizacji
macierzy.

Niech X,, = (x”“) Wtedy
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Zatem:
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Wielomian charakterystyczny A: b
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Jesli ma on dwa pierwiastki A, p to A diagonalizuje sie: A = PDP~"z D = 0 o
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Twierdzenie.
Rozwazmy ciag (z,) speliajacy rekurencje

Tpt2 = QTp+1 + 0Ty

Jesli réwnanie charakterystyczne tej rekurencji 2 — ax — b = 0 ma dwa rézne rozwiazania
A, i, to ciag mozna opisa¢ wzorem postaci

Tn = a\” + ﬁ,un

gdzie «, [ zaleza od wartosci a, b oraz xg, x1 (ale nie od n).

Przyktlad: ciag Fibonacciego. Roéwnanie charakterystyczne %""1 f _e
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Przyktad:

Tnio = ATni1 — TTn, 20 =0, 21 =1
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