Krzywe stopnia 2 (stozkowe)
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Cel: do réwnania (x) dobra¢ uklad wspélrzednych (prostokatny) w ktérym réwnanie
przyjmie mozliwie prosta postac.

Definicja. Liniowy uklad wspodlrzednych zwiazany z baza (U, W) jest prostokgtny,
jezeli baza jest ortonormalna, tzn. ||U|| = ||W] =1, (U,W) = 0.

Réwnowaznie: macierz P opisujaca zamiane wspdlrzednych ((Z) =P [g,]) jest macie-
rzg izometrii.

Najpierw rozwazymy roéwnanie (x) bez wyrazéw liniowych:

az® + 2bxy +cy* + f =0

Definicja. Funkcje Q: R? — R postaci

Q <93> = ax® + 2bxy + cy2
Yy

nazywamy formq kwadratowq.

Macierz A = Z l;) nazywamy macierza formy kwadratowej @ (i oznaczamy m(Q)).

Zachodza wzory:

Q(X) = (AX,X) = (X,AX) = X" AX
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(AX,Y) = (X,ATY)

Lemat. < A e MZK‘Z (p) >

2
(W szczegélnosci jesli A = AT to (AX,Y) = (X, AY).) ,\( ¢ KZ
Dowadd. L . ‘ox y
a b T yi )y _ OX ¥bK, (Y1 _ AR Y4 21
<(C d) (xz) | (y2>> < <C'XA."'A7<Z> ! \/7'5 > B LES ) P + O{Xﬁz
|

. Xy +¢ XYz
() (=<6, (7 N> = L e dy

XM= (AT = (XTATY = XT(ATY) = X AYD




Wishful thinking. Gdyby macierz A formy kwadratowej @ byta diagonalizowalna. . .

A=PDP!

Ty
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W prostokatnym liniowym ukladzie X’ = P~ X krzywa jest dana réwnaniem postaci
Aa')? +puy)? + f=0

ktore tatwo przeksztalci¢ do tzw. postaci kanonicznej — jednej z postaci
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Twierdzenie. (spektralne w R?) \/\! /

Niech A bedzie rzeczywista macierza symetryczng 2 x 2 (A= AT).

Wtedy A diagonalizuje sie w bazie ortonormalnej, tzn.
- istnieja wektory wlasne U, W macierzy A, takie ze |U|| = |W| =1, U L W.
- A= PDP™! gdzie P = (U, W) jest macierza izometrii, a D jest diagonalna.
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Zauwazmy, ze x 4(x) ma dwa rézne pierwiastki (chyba ze a=¢ b=0 - \ATM?/
= (x-a)(x-c)
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Niech A, p beda réznymi pierwiastkami y 4(x), U i W —jednostkowymi wektorami
wlasnymi A ktore im odpowiadaja. Pokazemy, ze U L W:
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Whiosek. Krzywa zadana rownaniem
(%) az?® + 2bxy + cy® + f =0, (a,blub ¢ # 0)

ma w pewnym prostokatnym liniowym ukladzie wspétrzednych (z/,y’) réwnanie w postaci
kanonicznej.
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Umiemy juz odpowiedzie¢ na pytania o geometrie krzywej, ale jeszcze nie na pytania
o jej potozenie na ptaszczyznie:
e Rownania asymptot (we wspélrzednych (z,y))?
e Rownania osi OX', OY’ (we wsp6lrzednych (z,y))?
e Jak przelicza¢ wspdlrzedne z (z',y’) na (z,y) (i z powrotem)?



Zwigzek wspoOlrzednych: X = PX’, gdzie P ma w kolumnach wektory wlasne A.
Liczymy wektory wlasne A:
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