
Krzywe stopnia 2 (stożkowe)

to krzywe zadane równaniem postaci

(∗) ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0

Przykłady.







Cel: do równania (∗) dobrać układ współrzędnych (prostokątny) w którym równanie
przyjmie możliwie prostą postać.

Definicja. Liniowy układ współrzędnych związany z bazą (U,W ) jest prostokątny,
jeżeli baza jest ortonormalna, tzn. �U� = �W� = 1, �U,W � = 0.

Równoważnie: macierz P opisująca zamianę współrzędnych (
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rzą izometrii.

Najpierw rozważymy równanie (∗) bez wyrazów liniowych:

ax2 + 2bxy + cy2 + f = 0

Definicja. Funkcję Q:R2 → R postaci

Q
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nazywamy formą kwadratową.
Macierz A =
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�
nazywamy macierzą formy kwadratowej Q (i oznaczamy m(Q)).

Zachodzą wzory:

Q(X) = �AX,X� = �X,AX� = X�AX



Lemat.
�AX, Y � = �X,A�Y �

(W szczególności jeśli A = A�, to �AX, Y � = �X,AY �.)
Dowód.
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Wishful thinking. Gdyby macierz A formy kwadratowej Q była diagonalizowalna. . .

A = PDP−1

Q(X) = �AX,X� =

Ach, gdyby jeszcze. . .

W prostokątnym liniowym układzie X � = P−1X krzywa jest dana równaniem postaci

λ(x�)2 + µ(y�)2 + f = 0

które łatwo przekształcić do tzw. postaci kanonicznej – jednej z postaci



Twierdzenie. (spektralne w R2)
Niech A będzie rzeczywistą macierzą symetryczną 2× 2 (A = A�).
Wtedy A diagonalizuje się w bazie ortonormalnej, tzn.

- istnieją wektory własne U , W macierzy A, takie że �U� = �W� = 1, U ⊥ W .
- A = PDP−1, gdzie P = (U,W ) jest macierzą izometrii, a D jest diagonalna.

Dowód.
Niech A =

�
a b
b c

�
. Wtedy

χA(x) =

����
a− x b
b c− x

���� = (x− a)(x− c)− b2.

Zauważmy, że χA(x) ma dwa różne pierwiastki (chyba że

Niech λ, µ będą różnymi pierwiastkami χA(x), U i W –jednostkowymi wektorami
własnymi A które im odpowiadają. Pokażemy, że U ⊥ W :

Wniosek. Krzywa zadana równaniem

(∗) ax2 + 2bxy + cy2 + f = 0, (a, b lub c �= 0)

ma w pewnym prostokątnym liniowym układzie współrzędnych (x�, y�) równanie w postaci
kanonicznej.



Przykład.
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• hiperbola!
• Odległość gałęzi:
• Kąt między asymptotami:

Umiemy już odpowiedzieć na pytania o geometrię krzywej, ale jeszcze nie na pytania
o jej położenie na płaszczyźnie:

• Równania asymptot (we współrzędnych (x, y))?
• Równania osi OX �, OY � (we współrzędnych (x, y))?
• Jak przeliczać współrzedne z (x�, y�) na (x, y) (i z powrotem)?



Związek współrzędnych: X = PX �, gdzie P ma w kolumnach wektory własne A.
Liczymy wektory własne A:




