Pierwiastkowanie

Pierwiastki stopnia n z liczby z o module r i argumencie ¢ leza w wierzchotkach n-kata
foremnego wpisanego w okrag o $rodku 0 i promieniu {/r; jeden z nich ma argument ¢/n.

Przyktady.
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Wielomiany zespolone
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Twierdzenie. (zwane zasadniczym twierdzeniem algebry; udowodnit je Gauss)
Niech P(z) = an2"™ + an_12""1 + ... + ag bedzie wielomianem stopnia n > 0 o

wspolczynnikach zespolonych. Wtedy istnieje liczba zespolona w, taka ze P(w) = 0.
Uwaga. (P(w) =0) <= (P(2) = (2 — w)Q(z) dla pewnego wielomianu Q(z)).
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Whniosek. Wielomian zespolony stopnia n rozktada si¢ na iloczyn n czynnikéw stop-
nia 1. Ma on wiec doktadnie n zespolonych pierwiastkéw (liczonych z krotnosciami).
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Wielomiany rzeczywiste

Lemat. Jedli P(z) = > )_, axz* ma wspblezynniki rzeczywiste (ax € R), to dla
dowolnego zespolonego w zachodzi

P(w) = P(w)
Dowéd.

P(Z) = Zauzk =Z a, zk =Z §2k=Zak2k=P(ﬁ)
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Wnhniosek. Jedli w jest pierwiastkiem wielomianu P(z) o wspélczynnikach rzeczy-
wistych, to w tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.
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Fakt. Wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych rozktada si¢ na iloczyn czynnikéw
rzeczywistych stopni 1 lub 2.
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Zastosowania

Zadanie 1.

Niech P(x) = 2% — 523 + 42 — ¢, ¢ € R. Zalézmy, ze P(x) ma pieé pierwiastkéw

rzeczywistych 1, e, T3, T4, 5. Niech Q(x) = (z — 2?)(z — 23) (2 — 22)(x — 23)(x — 22).

Oblicz sume modutéw wspélezynnikéw wielomianu Q(z).
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Zadanie 2.
Na bokach AB, BC i AC tréjkata ABC zbudowano kwadraty o srodkach D, E, F
odpowiednio). Udowodnij, ze AE 1L DF.
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Twierdzenie. (Jordana 2 X 2, zespolone)
Niech A € Ms42(C). Wowezas A mozna zapisaé w postaci

A=PJjp!,

gdzie P jest pewna odwracalng macierzg zespolona, za$ J jest rowne
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Dowéd.

Jesli xa(x) ma dwa rézne pierwiastki, twierdzenie o diagonalizacji daje teze. Jesli
xa(r) = (x — X\)? i A ma dwa Inz wektory wlasne — to samo.

Pozostaje przypadek gdy xa(r) = (x — A\)? i A ma nie ma dwéch Inz wektoréw
wlasnych. Niech U bedzie niezerowym wektorem wilasnym, a W nie bedzie z nim Inz.
Zapiszmy macierz przeksztalcenia Fy w bazie (U, W):
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Wiemy, ze o # 0 (inaczej U, W sa Inz wektorami wlasnymi). Niech U’ = aU;
Zapiszmy macierz przeksztalcenia F4 w bazie (U’, W):
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