
R3

R3 =








x
y
z


 | x, y, z ∈ R





W tej przestrzeni okreslamy operacje dodawania i mnożenia przez skalary analogcznie
jak w R2. Ich własności też są analogiczne jak w R2 (“aksjomaty przestrzeni liniowej”).

Iloczyn skalarny: �


x
y
z


 ,




x�

y�

z�



�

= xx� + yy� + zz�

Norma (długość):

������




x
y
z



������
=

�����
�


x
y
z


 ,




x
y
z



�

=
�

x2 + y2 + z2

To naprawdę jest długość – tw. Pitagorasa:



Proste w R3

X = X0 + tA, t ∈ R



x
y
z


 =




x0

y0
z0


+ t




a
b
c


 ,

�x = x0 + ta
y = y0 + tb
z = z0 + tc

Rugujemy t:
t =

x− x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c

o ile a, b, c �= 0.

Przykład 1. 2x−7
4 = y + 2 = −6z+8
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Przykład 2. X =




1
2
1


+ t




1
0
2






Płaszczyzny

Parametrycznie:
X = X0 + tA+ sB
A, B niewspółliniowe.

Nieparametrycznie:

Równanie ogólne płaszczyzny w R3: ax+ by + cz = d.



Przykład. X =




1
2
3


+ t




2
0
1


+ s




1
4
−1






Iloczyn wektorowy

Definicja. Iloczynem wektorowym wektorów A,B ∈ R3,

A =




a1
a2
a3


 , B =




b1
b2
b3




nazywamy wektor

A×B =




����
a2 b2
a3 b3

����
����
a3 b3
a1 b1

����
����
a1 b1
a2 b2

����




=




a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1




Przykład.




1
2
3


×




4
5
6


 =

Własności.
1) Iloczyn wektorowy jest dwuliniowy i antysymetryczny:

A× (βB + γC) = βA×B + γA× C, (βB + γC)×A = βB ×A+ γC ×A,

A×B = −B ×A.

2) Iloczyn wektorowy jest prostopadły do swoich czynników:

A×B ⊥ A,B.

3) Długość A×B jest równa polu równoległoboku rozpiętego przez A i B:

�A×B� = �A� · �B� · sin � (A,B).

4) Zwrot iloczynu wektorowego jest dany regułą śruby prawoskrętnej:



Przykład 1.

Napisz równanie płaszczyzny π przechodzącej przez punkt




1
2
3


, równoległej do

prostej x−1
2 = y−3

4 = 2z+4
6 i prostopadłej do płaszczyzny 3x+ 2y − z = 0.

Przykład 2.
Dla danej prostej � przecinającej daną płaszczyznę π pod kątem ostrym znajdź płasz-

czyznę π�, taką że � ⊂ π� oraz � (π,π�) = � (π, �).


