
Twierdzenie. (Jordana 2× 2, zespolone)
Niech A ∈ M2×2(C). Wówczas A można zapisać w postaci

A = PJP−1,

gdzie P jest pewną odwracalną macierzą zespoloną, zaś J jest równe
1)

�
λ 0
0 µ

�
– jeśli χA(x) = (x− λ)(x− µ), λ �= µ;

2)
�
λ 0
0 λ

�
lub

�
λ 1
0 λ

�
– jeśli χA(x) = (x− λ)2.

Przykład. A =

�
4 −4
1 0

�



Twierdzenie. (Jordana 2× 2, rzeczywiste)
Niech A ∈ M2×2(R). Wówczas A można zapisać w postaci

A = PJP−1,

gdzie P jest pewną odwracalną macierzą rzeczwistą, zaś J jest równe
1)

�
λ 0
0 µ

�
– jeśli χA(x) = (x− λ)(x− µ), λ �= µ, λ, µ ∈ R;

2)
�
λ 0
0 λ

�
lub

�
λ 1
0 λ

�
– jeśli χA(x) = (x− λ)2, λ ∈ R.

3)
�
a −b
b a

�
(czyli r

�
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

�
) – jeśli χA(x) = (x− λ)(x− λ)

dla λ = a+ bi = r(cos θ + i sin θ) ∈ C \R.
Dowód.
1), 2) – tw. o diagonalizacji i poprzedni dowód.
3) Znajdujemy wektor własny: AU = λU .



Przykład.
xn+2 = 4xn+1 − 7xn, x0 = 0, x1 = 1.

A =

�
4 −7
1 0

�



Twierdzenie.
Rozważmy ciąg liczb rzeczywistych (xn) spełniający (dla pewnych a, b ∈ R) rekurencję

xn+2 = axn+1 + bxn

Jeśli równanie charakterystyczne x2 − ax− b = 0 :
a) ma dwa pierwiastki rzeczywiste λ, µ, to dla pewnych α,β ∈ R

xn = αλn + βµn;

b) ma podwójny pierwiastek rzeczywisty λ, to dla pewnych α,β ∈ R

xn = αλn + βnλn−1;

c) ma dwa nierzeczywiste pierwiastki sprzężone λ, λ, gdzie λ = r(cos θ + i sin θ), to dla
pewnych α,β ∈ R

xn = αrn cosnθ + βrn sinnθ.

Dowód.



Postać wykładnicza

Zamiast r(cos θ + i sin θ) piszemy reiθ. Innymi słowy definiujemy eiθ wzorem

eiθ = cos θ + i sin θ

Fakt. ei(θ+φ) = eiθeiφ.
Dowód.

Ogólnie:
• definiujemy, dla z = a+ bi,

ez = ea(cos b+ i sin b);

• stwierdzamy, że
ez+w = ezew.

Przykład. −1+i√
2

Wzory na pierwiastki: jeśli z = reiφ zaś wn = z, to

w = n
√
rei(

φ
n+k 2π

n ), k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.



Gauss. P (z) =
�n

k=0 anz
n, ak ∈ C, n > 0, an �= 0 ⇒ (∃w ∈ C)(P (w) = 0).

Bez straty ogólności: an = 1, a0 �= 0.

Jak porusza się po C liczba P (z), gdy z obiega jednokrotnie 0 po okręgu o dużym/małym
promieniu?

Niech R > 100(
�n

k=0 |ak|). Wtedy dla |z| = R

|zn − P (z)| =



Mały promień. Niech r < |a0|
100(

�n

k=0
|ak|)

. Wtedy dla |z| = r

|a0 − P (z)| =


