
Wyznacznik

Definicja. Wyznacznikiem (lub iloczynem mieszanym) trójki wektorów A,B,C ∈ R3

nazywamy liczbę
det(A,B,C) = �A×B,C�.

Fakt. A,B,C ∈ R3 są lnz ⇐⇒ objętość (A,B,C) �= 0 ⇐⇒ det(A,B,C) �= 0.

Jak liczyć wyznacznik?
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Schemat Sarrusa nie liczy poprawnie wyznacznika 4× 4.
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Własności wyznacznika

Fakt.
A) Wyznacznik jest trójliniowy:

det(αA+ α�A�, B, C) = α det(A,B,C) + α� det(A�, B, C)

det(A,βB + β�B�, C) = β det(A,B,C) + β� det(A,B�, C)

det(A,B, γC + γ�C �) = γ det(A,B,C) + γ� det(A,B,C �)

B) Wyznacznik jest antysymetryczny:

det(A,B,C) = − det(B,A,C)

= det(B,C,A) = − det(C,B,A)

= det(C,A,B) = − det(A,C,B)

Wnioski
1. Jeśli do pewnej kolumny wyznacznika dodamy kombinację liniową pozostałych kol-

umn, jego wartość nie zmieni się.

2. Jeśli zamienić miejscami dwie kolumny wyznacznika, jego wartość zmieni znak.
3. ������
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4.
det(M) = det(M�)

5. Wszelkie operacje, jakie robiliśmy na kolumnach wyznacznika, można też wykonywać
na wierszach.



Przykład.
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Cramerowskie układy równań

(∗)
� a11x1 + a12x2 + a13x3 = u1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = u2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = u3
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(∗∗) x1A1 + x2A2 + x3A3 = U

A = (A1, A2, A3), X =
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(∗ ∗ ∗) AX = U

Twierdzenie.
Jeśli det(A) �= 0, to układ (∗) ma jedyne rozwiązanie. Dane jest ono wzorami Cramera:

x1 =
det(U,A2, A3)

det(A1, A2, A3)
, x2 =

det(A1, U,A3)

det(A1, A2, A3)
, x3 =

det(A1, A2, U)

det(A1, A2, A3)
.

Dowód.
det(A) �= 0 ⇒



Inna postać wzorów Cramera:

xi =
1

detA
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Przykład.
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Przestrzenie Rn i ich przekształcenia liniowe
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Definicja.
Funkcję F :Rn → Rk nazywamy przekształceniem liniowym, jeżeli

(∀t, t� ∈ R)(∀X,X � ∈ Rn)(F (tX + t�X �) = tF (X) + t�F (X �))

Przykład. Dla A ∈ Mk×n(R) określimy przekształcenie liniowe FA:R
n → Rk.


