
Iloczyn wektorowy

Definicja. Iloczynem wektorowym wektorów A,B ∈ R3,
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
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nazywamy wektor

A×B =
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=




a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1




Własności.
1) Iloczyn wektorowy jest dwuliniowy i antysymetryczny:

A× (βB + γC) = βA×B + γA× C, (βB + γC)×A = βB ×A+ γC ×A,

A×B = −B ×A.

2) Iloczyn wektorowy jest prostopadły do swoich czynników:

A×B ⊥ A,B.

3) Długość A×B jest równa polu równoległoboku rozpiętego przez A i B:

�A×B� = �A� · �B� · sin � (A,B).

3) Zwrot iloczynu wektorowego jest dany regułą śruby prawoskrętnej:



Lemat.
Niech π, π� będą płaszczyznami przecinającymi się pod kątem α. Niech A będzie

figurą na płaszczyźnie π�. Wtedy pole rzutu prostopadłego A na π jest równe polu A
pomnożonemu przez | cosα|.



Długość iloczynu wektorowego A×B

Niech π będzie płaszczyzną rozpiętą przez A i B (parametrycznie: X = tA+ sB).

Niech N =




n1

n2

n3


 będzie jednostkowym wektorem normalnym π.

Niech α będzie kątem między π a płaszczyzną OXY .
Rozważmy rzut prostopadły równolegloboku rozpiętego przez A, B na OXY .



Reguła śruby

• Zgadza się dla wektorów E1, E2:

• Do dowolnej pary (A,B) (wektorów o różnych kierunkach) można dojść z pary (E1, E2)
przez ciągłą deformację (poprzez pary o różnych kierunkach).



Liniowa niezależność

Definicja.
Wektory X1, X2, . . . , Xk ∈ R3 są liniowo niezależne (lnz), jeśli

(1) α1X1 + α2X2 + . . .+ αkXk = 0 ⇒ α1 = α2 = . . . = αk = 0.

Równoważnie: (2) żaden z tych wektorów nie da się przedstawić jako kombinacja
liniowa pozostałych.

Przykład:

X1 =




1
0
0


 , X2 =




0
1
0


 , X3 =




2
−3
0




Przykład:

X1 =




1
2
3


 , X2 =




0
1
2


 , X3 =




−1
0
3






Równoważność warunków (1) i (2):



Liniowa niezależność

k = 0. Pusty układ wektorów jest lnz.
k = 1. X1 jest lnz ⇐⇒ X1 �= 0.
k = 2. X1, X2 są lnz ⇐⇒ są niewspółliniowe: (∀t ∈ R)(X1 �= tX2 ∧X2 �= tX1).
k = 3. X1, X2, X3 są lnz ⇐⇒ X1, X2 są lnz, zaś X3 nie leży w płaszczyźnie X = tX1 + sX2

⇐⇒ 0, X1, X2, X3 nie leżą w jednej płaszczyźnie.

Idea:
X1, X2, . . . , Xk są lnz ⇐⇒ zbiór X = t1X1 + t2X2 + . . .+ tkXk jest k-wymiarowy.

Twierdzenie.
Jeśli X1, X2, X3 ∈ R3 są lnz, to dla każdego Y ∈ R3 istnieje jedyna trójka skalarów

t1, t2, t3, taka że
Y = t1X1 + t2X2 + t3X3.



Fakt. Wektory A,B ∈ R3 są lnz ⇐⇒ pole równoległoboku rozpiętego przez A,B
jest niezerowe ⇐⇒ A×B �= 0.

Równoległościan rozpięty przez A,B,C:


