Macierze i przeksztalcenia symetryczne.

Definicja. /1
1) Macierz A € M,,«,(R) jest symetryczna, jedli A = AT, ( A‘U =AJ;) [

2) Liniowe F:R™ — R" jest symetryczne, jesli m(F) jest symetryczna.

Fakty. Niech A bgdzie macierza n X n.
1) (VX,Y € R")((AX,Y) = (X,ATY)).

(AN = (AO)TY = XTATY = XT(AW) = < X, ATYD

2) A jest symetryczna < (VX,Y € R™")((AX,Y) = (X, AY)).
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3) Liniowe F:R™ — R jest symetryczne <= (VX,Y € R")((F(X),Y) = (X, F(Y))).

Przyktad.
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Twierdzenie spektralne

Twierdzenie. (spektralne, w R?)

Symetryczne przeksztatcenie R® ma ortonormalng baze wektoréw wiasnych.

(Dla kazdej symetrycznej macierzy A € M3y 3(R) istnieja jednostkowe parami prosto-
padte wektory wlasne X, Y, Z.)

Whniosek.
Niech P = (X,Y,Z) — jest to macierz izometrii. Niech X\, p, n beda wartosciami
wlasnymi A odpowiadajacymi wektorom X, Y, Z. Wtedy
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) Dowéd twierdzenia.
o (ogo(Me Niech F' = F4 bedzie symetrycznym przeksztalceniem R3.
‘kw:lhe “,[Rq —| Niech X bedzie jednostkowym wektorem wlasnym F' o wartosci wlasnej A.
Lemat.
1 X=F 1 X
o) U = F(U)

G D-d. (lematu) : (F(U),X) = < U,FOYD>= LU, NK>= ACUXD =2-0=0 g

)
TN Zlematu wynika, ze F zachowuje ptaszczyzne 7 = X+ = {U ¢ R3 | U L X}.
a Niech G bedzie ograniczeniem F' do 7.
Zauwazmy, ze GG jest symetrycznym przeksztatceniem :

VU,V e m)((G(U),V) = (U,G(V))).
Z twierdzenia spektralnego w R? wiemy, ze istnieje ortonormalna baza Y, Z plasz-

czyzny 7 zlozona z wektorow wlasnych G.
Tréjka (X,Y, Z) spekia teze twierdzenia.



Fakt.
Niech X, Y beda wektorami wlasnymi symetrycznego przeksztatcenia F' odpowiada-
jacymi réznym wartosciom wiasnym A, p. Wtedy X LY.
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Formy kwadratowe

Definicja. Funkcje Q: R3® — R postaci
x
Qly | =az?+by? +c2? + 2dxy + 2exz + 2 fyz, (a,b,c,d,e, f € R),
z

nazywamy formg kwadratowg.

Zauwazmy, ze
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Fakt.
Dla kazdej formy kwadratowej () istnieje jedyna macierz symetryczna A (zwana

macierza formy @ i oznaczana m(Q)), taka ze

(VX € R*)(Q(X) = (AX, X)).

Przyktad.
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Diagonalizacja form kwadratowych

Twierdzenie.
Niech @ bedzie formg kwadratowa na R3. Istnieje liniowy prostokatny uktad wspol-
rzednych (2,9, 2') w ktérym @ dana jest wzorem

A@')? + p(y')? +n(2')?

dla pewnych A, u,n € R.
(Méwimy, ze @ diagonalizuje sie w tym ukladzie.)
Dowod.
Niech A = m(Q).
Tw. spektralne daje nam baze ortonormalna (U, V, W) wektorow wlasnych A;
niech A, i, n beda odpowiadajacymi im warto$ciami wtasnymi,
za$ (2,1, 2’) liniowym prostokatnym ukladem wspélrzednych zwiazanym z ta baza.
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‘Whiosek.
Powierzchnia w R? dana réwnaniem

az?® + by? + c2? + 2dzy + 2exz + 2fyz =g

jest, w odpowiednio dobranym liniowym prostokatnym uktadzie wspotrzednych, opisana
réwnaniem postaci

A"+ ) +n() =g



Przyktady powierzchni stopnia 2
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