
Macierze i przekształcenia symetryczne.

Definicja.
1) Macierz A ∈ Mn×n(R) jest symetryczna, jeśli A = A�.
2) Liniowe F :Rn → Rn jest symetryczne, jeśli m(F ) jest symetryczna.

Fakty. Niech A bedzie macierzą n× n.
1) (∀X,Y ∈ Rn)(�AX, Y � = �X,A�Y �).

2) A jest symetryczna ⇐⇒ (∀X,Y ∈ Rn)(�AX, Y � = �X,AY �).

3) Liniowe F :Rn → Rn jest symetryczne ⇐⇒ (∀X,Y ∈ Rn)(�F (X), Y � = �X,F (Y )�).

Przykład.
Rzut prostopadły na prostą.



Twierdzenie spektralne

Twierdzenie. (spektralne, w R3)
Symetryczne przekształcenie R3 ma ortonormalną bazę wektorów własnych.
(Dla każdej symetrycznej macierzy A ∈ M3×3(R) istnieją jednostkowe parami prosto-

padłe wektory własne X, Y , Z.)
Wniosek.
Niech P = (X,Y, Z) – jest to macierz izometrii. Niech λ, µ, η będą wartościami

własnymi A odpowiadającymi wektorom X, Y , Z. Wtedy

A = P




λ 0 0
0 µ 0
0 0 η


P−1.

Dowód twierdzenia.
Niech F = FA będzie symetrycznym przekształceniem R3.
Niech X będzie jednostkowym wektorem własnym F o wartości własnej λ.
Lemat.

U ⊥ X ⇒ F (U) ⊥ X

D-d. (lematu) : �F (U), X� =

Z lematu wynika, że F zachowuje płaszczyznę π = X⊥ = {U ∈ R3 | U ⊥ X}.
Niech G będzie ograniczeniem F do π.
Zauważmy, że G jest symetrycznym przekształceniem π:

(∀U, V ∈ π)(�G(U), V � = �U,G(V )�).

Z twierdzenia spektralnego w R2 wiemy, że istnieje ortonormalna baza Y , Z płasz-
czyzny π złożona z wektorów własnych G.

Trójka (X,Y, Z) spełnia tezę twierdzenia.



Fakt.
Niech X, Y będą wektorami własnymi symetrycznego przekształcenia F odpowiada-

jącymi różnym wartościom własnym λ, µ. Wtedy X ⊥ Y .

Przykład. A =




1 2 2
2 1 2
2 2 1






Formy kwadratowe

Definicja. Funkcję Q:R3 → R postaci

Q




x
y
z


 = ax2 + by2 + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz, (a, b, c, d, e, f ∈ R),

nazywamy formą kwadratową.
Zauważmy, że

Q




x
y
z


 = (x y z )




a d e
d b f
e f c







x
y
z


 =

�


a d e
d b f
e f c







x
y
z


 ,




x
y
z



�
.

Fakt.
Dla każdej formy kwadratowej Q istnieje jedyna macierz symetryczna A (zwana

macierzą formy Q i oznaczana m(Q)), taka że

(∀X ∈ R3)(Q(X) = �AX,X�).

Przykład.

Q




x
y
z


 = xy + yz



Diagonalizacja form kwadratowych

Twierdzenie.
Niech Q będzie formą kwadratową na R3. Istnieje liniowy prostokątny układ współ-

rzędnych (x�, y�, z�) w którym Q dana jest wzorem

λ(x�)2 + µ(y�)2 + η(z�)2

dla pewnych λ, µ, η ∈ R.
(Mówimy, że Q diagonalizuje się w tym układzie.)
Dowód.
Niech A = m(Q).
Tw. spektralne daje nam bazę ortonormalną (U, V,W ) wektorów własnych A;
niech λ, µ, η będą odpowiadającymi im wartościami własnymi,
zaś (x�, y�, z�) liniowym prostokątnym układem współrzędnych związanym z tą bazą.

Wniosek.
Powierzchnia w R3 dana równaniem

ax2 + by2 + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz = g

jest, w odpowiednio dobranym liniowym prostokątnym układzie współrzędnych, opisana
równaniem postaci

λ(x�)2 + µ(y�)2 + η(z�)2 = g



Przykłady powierzchni stopnia 2




