Algebra ISIM. Lista 7

Réwnania r6zniczkowe

. Znajdz funkcje f:R — R, taka ze f” = f'+2f, f(0) =0, f'(0) = 3.
. Niech A = (3;) (a) Oblicz A%, A3 A* A™. (b) Oblicz exp(A) oraz exp(tA).
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. ZnajdZz macierz P € Mayx2(R), taka ze ( 0 1) =P (1 1) P
. Zmajdz funkcje f: R — R, taka ze f”" =2f"— f, f(0) =1, f/(0) =2.

Google

Niech N bedzie liczba stron www. Niech ¢; oznacza liczbe stron, do ktérych sg linki na stronie j. Niech
H; = 1/¢; jedli na stronie j jest link do strony 1, H; = 0 w przeciwnym przypadku. “Page rank” okreslamy
(wstepnie) jako wektor I spelniajacy réwnosé I = HI. (page rank strony j to wspéhrzedna I7 tego wektora.)
Macierz H opisuje losowe poruszanie sie uzytkownika sieci po jej stronach: HJZ to prawdopodobienstwo
przejscia ze strony j na strone .

. Rozwazmy sie¢, w ktérej na stronie j jest jeden link — do strony j + 1 (dla j = 1,2,..., N — 1; na stronie

N nie ma zadnych linkéw). Napisz macierz H i sprawdz, ze jedynym rozwiazaniem réwnania HI = I jest
wektor I = 0.

Aby nieco poprawié¢ sytuacje modyfikujemy macierz H. Jesli £; = 0, to kladziemy Pf = 1/N dla wszystkich
i; w przeciwnym razie P; = Hj. Interpretacja w terminach ruchu losowego: uzytkownik, ktéry znalazt si¢ na
stronie bez linkéw, wybiera nastepna, strone losowo sposréd wszystkich stron www (dokonuje teleportacyi).

. Napisz macierz P i rozwiaz réwnanie I = PI dla sieci z poprzedniego zadania.

Macierz P jest macierzq Markowa : ma nieujemne wyrazy, ktére w kazdej kolumnie sumuja sie do 1.

7. Udowodnij, ze liczba 1 jest wartoécia wlasna dowolnej macierzy Markowa.
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Podaj przykiad sieci, dla ktérej réwnanie PI = I ma dwa liniowo niezalezne rozwiazania.

. Zalézmy, ze PI = I, oraz ze wszystkie wspélrzedne I sa nieujemne. Uzasadnij, ze jesli ze strony j da sie

doj$¢ do strony i (by¢ moze w wielu krokach, z ktérych niektére moga byé teleportacjami), ale nie da sie
wrécié, to I7 = 0. Wsk. rozbij sieé na dwie czesci, tak by z jednej mozna bylo przejéé do drugiej, a odwrotnie
nie.

Jak wida¢ z poprzedniego zadania, wektor I moze mie¢ wiele wspéhrzednych zerowych. Aby uniknaé tego
problemu zastepujemy macierz P macierza @ = rP + (1 —r)T, gdzie T jest macierzq teleportacji (T; =1/N
dla wszystkich i, j), zas r € (0,1) stosownie dobrana liczba (np. r = 0.85). Intepretacja w terminach ruchu
losowego: z prawdopodobienstwem 1 — r = 0.15 uzytkownik jest znudzony i zamiast klika¢ na kolejny link
dokonuje teleportacji.

Macierz @ jest macierza Markowa o dodatnich wyrazach. Mozna pokazaé, ze macierz Markowa M o dodat-
nich wyrazach:

ma jedyny (z dokladnodcia do skalowania) wektor wtasny I odpowiedajacy warto$ci whasnej 1;

ze wspoélrzedne tego wektora sa dodatnie;

ze inne wartosci wlasne M sa co do modutu mniejsze od 1;

ze dla dowolnego wektora w ciag (M™w),, zbiega do pewnej krotnosci I.

Tej ostatniej wlasnosci uzywa sie do praktycznego wyliczania wektora I.

Sprobuj pokazaé choé¢ cze$é¢ wymienionych wlasnosci macierzy Markowa o dodatnich wyrazach.

Rodziny podzbioréw

Niech F bedzie rodzina podzbioréw skonczonego zbioru X . Zalézmy, ze kazdy zbior z tej rodziny ma parzyscie
wiele elementéw, a przekrdj kazdych dwdch ma nieparzyscie wiele elementow. Pokaz, ze #F < #X.

Z nieréwnosci Fishera wywnioskuj, ze n punktéw na plaszczyznie nielezacych na jednej prostej wyznacza co
najmniej n prostych.

Zbiér krawedzi grafu K, (pelmego grafu na n wierzcholkach) przedstawiono w postaci rozlacznej sumy k
zbioréw, z ktérych kazdy jest pelnym grafem dwudzielnym (jest postaci K, p; dla réznych sktadnikéw liczby
a, b moga, by¢ rézne). Pokaz, ze k > n — 1. Niech wierzchotkami K, beda, liczby 1,2,...,n.
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Niech /-ty ze sktadnikéow sklada sie z wszystkich krawedzi laczacych wierzchotki pewnego zbioru Xy z wierz-
chotkami pewnego zbioru Y. Macierz A, okreslamy tak: (Ag)5 = 1, jesli i € Xy, j € Yi; (Ap)) = 0w
przeciwnym wypadku. Uzasadnij, ze rzad Ay jest rowny 1.

Niech A = 25:1 Ay. Uzasadnij, ze A+ AT = J — I, gdzie J jest macierza samych jedynek.

Zalézmy nie wprost, ze r(A) < n — 2. Uzasadnij, ze wtedy istnieje niezerowy wektor v € R, taki ze Av =0
i Jvo =0. Wywnioskuj stad, ze 0 = (A + AT )v,v) = ((J — I)v,v) < 0.

Zalézmy, ze w pewnym skonczonym grafie kazde dwa wierzchotki maja dokladnie jednego wspdlnego sasiada.
Udowodnij, ze istnieje wierzcholek sasiadujacy ze wszystkimi pozostalymi. Zaléz nie wprost, ze G jest
grafem—kontrprzykladem.

(kombinatoryka) Pokaz, ze kazde dwa wierzcholki G maja, ten sam stopieri (powiedzmy: k).

(algebra liniowa) Pokaz, ze A% = (k — 1)I + J, gdzie A jest macierza incydencji grafu G, za$ J macierza
samych jedynek. Zbadaj wartosci wtasne A.

Kod Hamminga

Ustalmy ¢ > 2. Niech P = (A|I) bedzie macierza, ktérej kolumnami sa, wszystkie niezerowe wektory F5, i

niech G = (%) Kod Hamminga to podprzestrzen C w F%Zﬁl generowana przez kolumny G/ zadana ukladem
PX =0.

Sprawdz réwnowaznos¢ tych definicji.

Uzasadnij, ze dla dwéch réznych v, w € C zachodzi dy (v, w) > 3 (wektory v, w réznia sie co najmniej trzema
wspohrzednymi).

Udowodnij, ze jesli podzbiér C’ C F%Zﬁl tez spelia warunek z poprzedniego zadania, to C' ma nie wiecej
elementéw niz kod Hamminga.

Luka spektralna

Oblicz A1 nastepujacych grafow:
grafu pelmego K,;

pelnego grafu dwudzielnego Ky, r;
n-cyklu Cp,;

. Opisz spektrum i diagonalizacje A dla 1-szkieletu n-wymiarowej kostki. (Niech wierzchotkami kostki beda

elementy {—1,1}". Dla S C {1,2,...,n} rozwaz funkcje fs(z1,...,2,) = [[;cg®i- Uzasadnij, ze jest to
funkcja wlasna A.)

Niech G, bedzie grafem incydencji ptaszczyzny rzutowej nad cialem p-elementowym, tzn.: wierzcholki G, to
1- i 2-wymiarowe podprzestrzenie liniowe w Ff); krawedzie odpowiadaja wlasciwym zawieraniom. Wyznacz

A(Gp).




