
Algebra ISIM. Lista 7

Równania różniczkowe

1. Znajdź funkcje
‘
f :R → R, taka

‘
że f ′′ = f ′ + 2f , f(0) = 0, f ′(0) = 3.

2. Niech A =
(

λ 1

0 λ

)

. (a) Oblicz A2, A3, A4, An. (b) Oblicz exp(A) oraz exp(tA).

3. Znajdź macierz P ∈ M2×2(R), taka
‘
że

(

0 1
−1 2

)

= P

(

1 1
0 1

)

P−1.

4. Znajdź funkcje
‘
f :R → R, taka

‘
że f ′′ = 2f ′ − f , f(0) = 1, f ′(0) = 2.

Google

Niech N be
‘
dzie liczba stron www. Niech ℓj oznacza liczbe

‘
stron, do których sa

‘
linki na stronie j. Niech

Hi
j = 1/ℓj jeśli na stronie j jest link do strony i, Hi

j = 0 w przeciwnym przypadku. “Page rank” określamy

(wste
‘
pnie) jako wektor I spe lniaja

‘
cy równość I = HI. (page rank strony j to wspó lrze

‘
dna Ij tego wektora.)

Macierz H opisuje losowe poruszanie sie
‘

użytkownika sieci po jej stronach: Hi
j to prawdopodobieństwo

przej́scia ze strony j na strone
‘
i.

5. Rozważmy sieć, w której na stronie j jest jeden link – do strony j + 1 (dla j = 1, 2, . . . , N − 1; na stronie
N nie ma żadnych linków). Napisz macierz H i sprawdź, że jedynym rozwia

‘
zaniem równania HI = I jest

wektor I = 0.

Aby nieco poprawić sytuacje
‘

modyfikujemy macierz H . Jeśli ℓj = 0, to k ladziemy P i
j = 1/N dla wszystkich

i; w przeciwnym razie P i
j = Hi

j . Interpretacja w terminach ruchu losowego: użytkownik, który znalaz l sie
‘

na
stronie bez linków, wybiera naste

‘
pna

‘
strone

‘
losowo spośród wszystkich stron www (dokonuje teleportacji).

6. Napisz macierz P i rozwia
‘
ż równanie I = PI dla sieci z poprzedniego zadania.

Macierz P jest macierza
‘
Markowa : ma nieujemne wyrazy, które w każdej kolumnie sumuja

‘
sie

‘
do 1.

7. Udowodnij, że liczba 1 jest wartościa
‘
w lasna

‘
dowolnej macierzy Markowa.

8. Podaj przyk lad sieci, dla której równanie PI = I ma dwa liniowo niezależne rozwia
‘
zania.

9. Za lóżmy, że PI = I, oraz że wszystkie wspó lrze
‘
dne I sa

‘
nieujemne. Uzasadnij, że jeśli ze strony j da sie

‘
doj́sć do strony i (być może w wielu krokach, z których niektóre moga

‘
być teleportacjami), ale nie da sie

‘
wrócić, to Ij = 0. Wsk. rozbij sieć na dwie cze

‘
ści, tak by z jednej można by lo przej́sć do drugiej, a odwrotnie

nie.

Jak widać z poprzedniego zadania, wektor I może mieć wiele wspó lrze
‘
dnych zerowych. Aby unikna

‘
ć tego

problemu zaste
‘
pujemy macierz P macierza

‘
Q = rP + (1− r)T , gdzie T jest macierza

‘
teleportacji (T i

j = 1/N
dla wszystkich i, j), zaś r ∈ (0, 1) stosownie dobrana

‘
liczba

‘
(np. r = 0.85). Intepretacja w terminach ruchu

losowego: z prawdopodobieństwem 1 − r = 0.15 użytkownik jest znudzony i zamiast klikać na kolejny link
dokonuje teleportacji.
Macierz Q jest macierza

‘
Markowa o dodatnich wyrazach. Można pokazać, że macierz Markowa M o dodat-

nich wyrazach:
- ma jedyny (z dok ladnościa

‘
do skalowania) wektor w lasny I odpowiedaja

‘
cy wartości w lasnej 1;

- że wspó lrze
‘
dne tego wektora sa

‘
dodatnie;

- że inne wartości w lasne M sa
‘
co do modu lu mniejsze od 1;

- że dla dowolnego wektora w cia
‘
g (Mnw)n zbiega do pewnej krotności I.

Tej ostatniej w lasności używa sie
‘

do praktycznego wyliczania wektora I.

10. Spróbuj pokazać choć cze
‘
ść wymienionych w lasności macierzy Markowa o dodatnich wyrazach.

Rodziny podzbiorów

11. Niech F be
‘
dzie rodzina

‘
podzbiorów skończonego zbioru X . Za lóżmy, że każdy zbiór z tej rodziny ma parzyście

wiele elementów, a przekrój każdych dwóch ma nieparzyście wiele elementów. Pokaż, że #F ≤ #X .

12. Z nierówności Fishera wywnioskuj, że n punktów na p laszczyźnie nieleża
‘
cych na jednej prostej wyznacza co

najmniej n prostych.

13. Zbiór krawe
‘
dzi grafu Kn (pe lnego grafu na n wierzcho lkach) przedstawiono w postaci roz la

‘
cznej sumy k

zbiorów, z których każdy jest pe lnym grafem dwudzielnym (jest postaci Ka,b; dla różnych sk ladników liczby
a, b moga

‘
być różne). Pokaż, że k ≥ n− 1. Niech wierzcho lkami Kn be

‘
da

‘
liczby 1, 2, . . . , n.
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a) Niech ℓ-ty ze sk ladników sk lada sie
‘

z wszystkich krawe
‘
dzi  la

‘
cza

‘
cych wierzcho lki pewnego zbioru Xℓ z wierz-

cho lkami pewnego zbioru Yℓ. Macierz Aℓ określamy tak: (Aℓ)
i
j = 1, jeśli i ∈ Xℓ, j ∈ Yℓ; (Aℓ)

i
j = 0 w

przeciwnym wypadku. Uzasadnij, że rza
‘
d Aℓ jest równy 1.

a) Niech A =
∑k

ℓ=1
Aℓ. Uzasadnij, że A + A⊤ = J − I, gdzie J jest macierza

‘
samych jedynek.

c) Za lóżmy nie wprost, że r(A) ≤ n− 2. Uzasadnij, że wtedy istnieje niezerowy wektor v ∈ Rn, taki że Av = 0
i Jv = 0. Wywnioskuj sta

‘
d, że 0 = 〈(A + A⊤)v, v〉 = 〈(J − I)v, v〉 < 0.

14. Za lóżmy, że w pewnym skończonym grafie każde dwa wierzcho lki maja
‘
dok ladnie jednego wspólnego sa

‘
siada.

Udowodnij, że istnieje wierzcho lek sa
‘
siaduja

‘
cy ze wszystkimi pozosta lymi. Za lóż nie wprost, że G jest

grafem–kontrprzyk ladem.
a) (kombinatoryka) Pokaż, że każde dwa wierzcho lki G maja

‘
ten sam stopień (powiedzmy: k).

b) (algebra liniowa) Pokaż, że A2 = (k − 1)I + J , gdzie A jest macierza
‘

incydencji grafu G, zaś J macierza
‘

samych jedynek. Zbadaj wartości w lasne A.

Kod Hamminga

Ustalmy ℓ ≥ 2. Niech P = (A|I) be
‘
dzie macierza

‘
, której kolumnami sa

‘
wszystkie niezerowe wektory Fℓ

2
, i

niech G =
(

I
A

)

. Kod Hamminga to podprzestrzeń C w F2
ℓ
−1

2
generowana przez kolumny G/ zadana uk ladem

PX = 0.

15. Sprawdź równoważność tych definicji.

16. Uzasadnij, że dla dwóch różnych v, w ∈ C zachodzi dH(v, w) ≥ 3 (wektory v, w różnia
‘
sie

‘
co najmniej trzema

wspó lrze
‘
dnymi).

17. Udowodnij, że jeśli podzbiór C′ ⊆ F2
ℓ
−1

2
też spe lnia warunek z poprzedniego zadania, to C′ ma nie wiecej

elementów niż kod Hamminga.

Luka spektralna

18. Oblicz λ1 naste
‘
puja

‘
cych grafów:

a) grafu pe lnego Kn;
b) pe lnego grafu dwudzielnego Km,n;
c) n-cyklu Cn;

19. Opisz spektrum i diagonalizacje
‘

∆ dla 1-szkieletu n-wymiarowej kostki. (Niech wierzcho lkami kostki be
‘
da

‘
elementy {−1, 1}n. Dla S ⊆ {1, 2, . . . , n} rozważ funkcje

‘
fS(x1, . . . , xn) =

∏

i∈S xi. Uzasadnij, że jest to
funkcja w lasna ∆.)

20. Niech Gp be
‘
dzie grafem incydencji p laszczyzny rzutowej nad cia lem p-elementowym, tzn.: wierzcho lki Gp to

1- i 2-wymiarowe podprzestrzenie liniowe w F3

p; krawe
‘
dzie odpowiadaja

‘
w laściwym zawieraniom. Wyznacz

λ1(Gp).

2


