ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 6GA
DEF. Niech f: D — R ipy € D CR". Méwimy, ze

f osiaga (ma) w po lokalne maksimum, gdy 3 v f(p) < f(po),

6>0 Ip—poll<s
peED

f osiaga (ma) w po lokalne minimum, gdy 3 Y f) > f(po)-
6>0 \pfppé)g<5

UWAGA. Przy TEJ definicji funkcja f : R*> — R, f(z,y) = 2 ma w po = (1,4)
zaréwno maksimum lokalne, jak i minimum lokalne!

PrzYKLAD 0. Funkcja f(z,y) = { i _p|x| ijz gg; i Eg,gg

dla p =1 ma w (0,0) lokalne ...... , (Jakie wziaé¢ ¢ w definicji? Odp. 6 ... .)
Dla p = 5 ma w (0,0) lokalne ...... , (Jakie wzia¢ § w definicji? Odp. § ... .)
Ogodlnie:

e dla p € R ma w kazdym punkcie zbioru {0} x (IR \ {0}) maksimum lokalne,
ponadto:

e dlap> .. maw (0,0) maksimum lokalne,

e dlap< .. maw (0,0) minimum lokalne.

Tw. Niech f: D — IR osiaga lokalne ekstremum w py = (z0,50) € D C IR?.
Jesdli istnieje f1(po), to jest réwna 0.
Jesli istnieje f, (po), to jest réwna 0.

Dowo6p. Wystarczy zbadaé obciecia: Flarx{wopnp 1 fl{zor xR)ND-

WNIOSEK. Gdy f : D — IR ma wszedzie obie pochodne czastkowe, to moze mieé

fal@,y) =0
ekstremum lokalne tylko w punktach speliajacych uktad réwnan o) .
fi(z,y) =0
y
PRZYKLAD 1. Dla f(z,y) = 2® — 2 + y*> mamy {;%Eizgfg = {3962_1:% ......
eg)=0 T 7 L e =
czyli jesli f ma ekstremum lokalne, to jedynie w ktéryms z punktéw p; = (... , ... ),

p2= (.., ..) (albowobu). NA RAZIE wiemy tylko/az tyle.

Gdy gory sa niezbyt strome,

tzn. f jest klasy C*

2, to:

L]
Tarnn {Babiy rub)

2IT7.

- wierzchotki sa tylko w punktach,

w ktorych ﬁ

1o () =0
3 (xdl =

S

2167



TWIERDZENIE.
Niech f : D — TR bedzie klasy C*> w otoczeniu py = (z0,50) € D C IR? oraz

fe(o) =01 f,(po) = 0. Niech H := det (;%’ 82% }c‘;’%gzi) (zwany hesjanem). Wtedy:

jesli H > 01 f (po) > 0, to f osiaga minimum lokalne w py,

T

jesli H > 01 f2.(po) <0, to f osiaga maksimum lokalne w py,
jesli H < 0, to f nie ma ekstremum lokalnego w py,

Jesli H=0, to twierdzenie to nie rozstrzyga, czy f ma ekstremum lokalne w py.

Poprzednia mapa jest duzo bardziej czytelna od zdjecia z géry (samolotowego):

DowoD. (idea) Zajmiemy sig tylko przypadkiem: H < 0.
Zmnak réznicy wartosci:

f(@,y) = f(zo,90) = fo - (w—x0) + [y - (y—wo) + B2 = (z Tw. Taylora)
=0+ Ry= (DOWIEII «..nivtiiiiiii e )

= 3 (7L (om0 26 (o o)y w0) + Ty (- w0)?) =
2
b (1 (s22) +2 - (222) + 13,

zalezy od znaku wyrazenia w nawiasie, ktére jest ‘prawie funkcja kwadratowa’

zmiennej z:zg . Wyréznik (A) tej 'prawie funkeji kwadratowej’ jest réwny
(2 J1)2 =4 fl fy = =AU - £, = (F1,)%) = —4det (i fiv ) = —4H > 0.

Dla (z,y) bliskich (zg,yo) owa ’zmienna’ (ﬁ}) przyjmuje wszystkie wartosci
rzeczywiste. (Np.: dla (z,y) = (zo + =, yo + =) owa 'zmienna’ ma wartos¢ ... .)

Zatem ta ’'prawie funkcja kwadratowa’ przyjmuje wartosci i dodatnie, i ujemne.
Czyli znak réznicy f(x,y) — f(xo,yo) dla pewnych (z,y) jest dodatni, a dla innych

— ujemny.

Zatem w poblizu (zg,yo) sa:
— zaréwno punkty (z,y), w ktérych wartosci f(z,y) > f(xo,v0),
- jak i punkty (z,y), w ktérych wartosci f(z,y) < f(zo,yo)-

Stad f nie ma ekstremum lokalnego w (xo, yo).

UwAcGA. Dlaczego powyzsze nie jest dowodem?
Bo ...l
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ZADANIE 2. Zmalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = ® — x + xy?.

ROZWIAZANIE. Funkcja f jest klasy C2, wiec ekstrema lokalne MOZE mieé¢ TYLKO
w punktach spelniajacych uktad réwnan:

fol@y)=0 . [327-14+y°=0 y=+1 z=% =
{fé(ac,y):O 2xy=0 =0 lub y:a/g ’

czyliw p; = (0,1), p2 = (0,-1), p3 = (\%,0) lub ps = (—\%,0).

Obliczmy hesjan: H = det (f!”,m f{,;) = det (6“” 21’) = 1222 —4..2.

fdy £y 2y 2
Dlap; = (0,1)ips = (0,—1) mamy H = 12-0—4-1 < 0, zatem f nie ma ekstremum
lokalnego ani w p1, ani w ps.

Dla pgz(%,O): H=2>0i f.(ps3)= % >0, zatem f ma minimum lokalne w ps.

Dla p4=(\_/—%,0): Hz%z >01 f2 (pa)= \_/—g <0, zatem f ma maksimum lokalne w py.

Opp. f ma dwa ekstrema lokalne: minimum w (\/Lg, ... ) 1 maksimum w ( ...... ,0).
Gdy (niebanalny) algorytm przerobi je na zdjecie z perspektywy, to efekt jest bardziej

* Kk czytelny:

PRZYKLAD 3. Dla funkcji f(z,y) = 2% +y? — 4o — 6y + 14

BEZ Tw. mozna pokazaé, ze f ma jedyne ekstremum lokalne w (2, 3), bo geometria
moéwi, ze funkcja ta mierzy kwadrat odleglosci punktu (z,y) od (2,3) powiekszony
o 1 (zblizajac/oddalajac sie do/od (2, 3) zmniejsza/zwieksza sie wartosé f).

BEZ geometrii TEZ mozna obejsé sie bez owego twierdzenia (z hesjanem).
Mianowicie zauwazmy, ze:

f(z,y) = (x—2)2+ (y — 3)? + coé > 02 + 0% 4+ co§ = f(2,3)  (gdzie cos to stala!)
zatem f przyjmuje wartosé najmniejsza, w (2, 3) (czyli jest to tez minimum lokalne).
Jest to jedyny punkt zerujacy obie pochodne f; (z,y) = 2(z—2), fy(z,y) =2(y—3),
wiec f nie ma innych ekstreméw lokalnych.

X ok Xk

PRZYKLAD 1. (raz jeszcze) Dla funkcji f(x,y) = 23 — x + ¢°
BEZ rachunkéw mozna pokaza¢, ze nie ma ekstreméw lokalnych (zob. f|,, \ R )-

Podobnie dla g(z,y) = x°(2 + siny), h(x,y, z) = 2327V,

X 3k Xk

Mapa i powyzsze zdjecia pochodza z portalu mapy.cz .



