
Analiza matematyczna 3. Notatki z wyk ladu 2.a

Funkcja f : D → IR, gdzie D ⊆ IR2, parze (x, y)∈D przyporza
‘
dkowuje liczbe

‘
f(x, y).

Jej wykresem jest zbiór

{(x, y, z) : z = f(x, y), (x, y) ∈ D} ,

inaczej pisza
‘
c:

{(x, y, f(x, y)) : (x, y) ∈ D} .

Wykres jest podzbiorem ...... . Jego rzut na p laszczyzne
‘
z = 0 jest ’równy’ ...... .

Zbiór f [D], zawarty w ...... , jest rzutem wykresu na ...... .

* * *

1. Niech f(x, y) = x2 − y + 2.

a) Oblicz: f(2, 3) = ............ , f(3, 2) = ............ , f(0, 0) = ............ ,

f(x, 3) = ............ , f(x, 4) = ............ , f(x, 5) = ............ ,

f(1, y) = ............ , f(2, y) = ............ , f(3, y) = ............ ,

f(x,−x) = ............

b) Rozwia
‘
ż równania. Co one mówia

‘
o wykresie f?

(i) f(x, 4) = 0, z (i) wynika, że prosta ............ przecina wykres w ............

(ii) f(4, y) = 0, z (ii) wynika, że ............

(iii) f(x, x) = 0, z (iii) wynika, że ............

(iv) f(s, s) = 1, z (iv) wynika, że ............

c) Zaznacz w (jednym) uk ladzie wspó lrze
‘
dnych naste

‘
puja

‘
ce zbiory:

A = {(x, y) : f(x, y) = 0},

B = {(x, y) : f(x, y) = 1
2},

C = {(x, y) : f(x, y) = 1} .

Jak je zgrabniej oznaczyć?

c’) Zaznacz w (jednym) uk ladzie wspó lrze
‘
dnych naste

‘
puja

‘
ce zbiory:

A = {(x, z) : z = f(x, y), y = 0, x ∈ IR},

B = {(x, z) : z = f(x, 1
2 )},

C = {(x, f(x, 1)) : x ∈ IR} .

Jak je zgrabniej oznaczyć?

.



d) Naste
‘
puja

‘
ce zbiory leża

‘
na p laszczyznach. Narysuj je (p laszczyzny i zbiory).

A = {(x, y, z) : z = f(x, y) ∧ y = 1},

B = {(x, 2, f(x, 2)) : x ∈ IR},

C = {(−1, y, z) : z = f(−1, y)},

D = {(x, y, z) : z = f(x, y) ∧ y = x + 1},

E = {(x, y, f(x, y)) : x = 1},

F = {(x, x, z) : z = f(x, x)}

2. Jak wygla
‘
daja

‘
wykresy funkcji: f(x, y) = x2, g(x, y) = x2−y, h(x, y) = x3−x ?

Przyk lad. Dla f(x, y) = xy cie
‘
cie wykresu

p laszczyzna
‘
y = ...... jest prosta

‘
nachylona

‘
do p laszczyzny z = 0 pod ka

‘
tem π/4,

a dla cia
‘
cia y = −

√
3 jest prosta

‘
nachylona

‘
do p laszczyzny z = 0 pod ka

‘
tem ...... .

Cie
‘
cia wykresu p laszczyznami x = c sa

‘
również prostymi: {(c, y, z) : z = cy, y ∈ IR}.

Zatem wykres jest suma
‘

(nieskonczona
‘
) prostych – powierzchnia z = xy jest

przyk ladem powierzchni prostokreślnej.

Natomiast poziomice f(x, y) = xy nie sa
‘
prostymi; dla s ∈ IR+

Ps = {(x, y) : f(x, y) = s} = {(x, y) : ...... = s} = {(x, y) : y = s · 1
... },

czyli sa
‘
to ............ . Dla pozosta lych s też otrzymujemy ............

(z wyja
‘
tkiem s = ...... , gdzie dostajemy sume

‘
............ ).

* * *

Umowa. Jeśli podano wzór funkcji f = f(x, y), ale jawnie nie podano dziedziny, to
przyjmujemy, że dziedzina

‘
sa

‘
wszystkie pary (x, y)∈ IR2, dla których wzór ma sens.

Na przyk lad:

• f(x, y) =

√
xy

ln x
ma dziedzine

‘
Df = IR2

+ \({1}×IR) = ((0,+∞) \ {1})×(0,+∞).

• g(x, y, z) =

√
1−x2−y2√

1−z2
ma dziedzine

‘
Dg = {(x, y, z)∈ IR3 : x2+y2 ≤ 1, |z| < 1}

inaczej: Dg = {(x, y) ∈ IR2 : x2+y2 ≤ 1} × (−1, 1), (walec bez obu podstaw)

3. Opisz (i naszkicuj) obszar be
‘
da

‘
cy dziedzina

‘
funkcji:

a) f(x, y) = ln (xy) b) g(x, y) =
√

x−√
y

.


