ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 3.A

DEF. (wg Cauchy’ego)
Dla f: D — 1R, D CIR™ipgelR™, gdzie py jest punktem skupienia D
(tzn. istnieje ciag punktéw z D\ {po} zbiezny do pg), definiujemy

def ;.
g= lim f(p) < vV 3 V |p—pl<é = |flp)—gl<e.
P—Po e>0 >0 peD

P#Po

Innymi stowy (dla m = 2, pg = (20, y0)):

g e im flz,y) <~ 3 v
(z,y)—=(x0,y0) €>0 6>0 (z,y)€D\{po}

6,2

1. Pokazemy, ze 0 jest granica funkcji f(x,y) = 5 W punkcie py = (0,0).

Tt +y

Zauwazmy, ze :

...... x%y? x?
‘f(x,y)_ | = a4 —0‘ = 1 1 = oo 1 1> x2y2'1 S 1'2.
5 +y =ty 5+ y dlay? < 1
Zatem dla dowolnego ¢ > 0,
gdy T e (_\/57 \/g) i Yy e (_L 1)7 i (:an) 7é (O7O)a to |f('1:ay) - 0| <g,
skad mamy:
jesli 0 < |(z,y) — (0,0)] < 4, gdzie 6 := min{+/e, ...}, to | f(x,y) — 0] < e. O

2. Pokazemy, ze 0 jest granica funkeji f(x,y) = w punkcie pg = (0, 0).

x2+y2
Zauwazmy, ze :
) = | I | <
f(z,y) | 22 + 32 ’ 22 + 42 22 + y2 =
Zatem dla dowolnego ¢ > 0,
gdy z € .. iy € (=), i(z,y) #(0,0), to |f(z,y) — 0] <e,

skad mamy:
jesli 0 < |(z,y) — (0,0)] < 0, gdzie 0 := ............ ,to | f(z,y) — 0] <e. O

2<o=|f( )—gl<e.

Czy to juz kiedys bylo?
Kiedy? Doktadnie toto?

Oj co$ to takie rozwlekte!
Chyba juz wole poprzednie.
Dobrze, zem =2, aniem=25"!



Definicja Cauchy’ego jest rownowazna nastepujacej ciagowej definicji Heinego:

DEF.’ (wg Heinego) Niech f : D — IR, gdzie D C IR* i (xg,10) € D C IR?.

Moéwimy, ze g jest granica, f w (zo,%0), gdy lim f(z,,y,) = g, dla kazdego ciagu
n—oo

((xn,yn)) punktéw z D zbieznego do (xg,yo), 0 wyrazach réznych od (g, yo)-

4, ,4
3a). Czy istnieje granica funkcji f(z,y) = ;7::__32 w punkcie pg = (0,0) ?
. 12 12y
Dla ciagu (3, 5)n:>>o(0,0) mamy f(5, )= . — 0.

Z powyzszego wiemy tylko, ze jesli f ma granice w (0, 0), to ta granica jest réwna 0.
Dokoniczymy wg definicji Cauchy’ego:

Zauwazmy, ze :

...... x? y?
— | == - = 14+ ... -1
|f($7y) | l'2+y2 ’ I2+y2 x2+y +
Zatem dla dowolnego £ > 0,
gdy 0 < |(z,y) — (0,0)] <9, gdzie 6 := ............ ,to |f(z,y) — 0] <e. O
3b). Czy istnieje granica funkcji f(z,y) = ar gAY punkeie po = (0,0) ?
€T Y
Nie, bowiem:
dla ciagu (1,0) — (0,0) mamy f(1,0) = ... —
dla ciagu (+,1) — (0,0) mamy f(1,1)= ... —
n— 00 n—00
Poniewaz te granice sa rézne, wiec (z def. Heinego) f nie ma granicy w (0,0). O
26 4 42
3c). Czy istnieje granica funkcji f(z,y) = P w punkcie pp = (0,0) ?
T Y

sin(2® + y*)
.132 _|_ 2
Dla funkcji jednej zmiennej znamy LEMAT hm 512“ =1 (co wynika z reguly ... ).

4). Cgzy istnieje granica funkcji f(z,y) = w punkcie pg = (0,0) ?

Dla ciagu p,, = (%, Yn) — (0,0), gdzie p,, # (0,0), mamy

_ sin(@8+4y2) _ sin(@S4yt) 284yl sin(@S4yl) 4
flpn) = MEE = B S — SR (o) il )
2 2
Korzystajac z Lematu i oszacowan: x2x+y%, ZE < 1 mamy f(pn) .(O+O) =0,
czyli  lim  f(x,y) =0 (z definicji Heinego). a

(z,y)—(0,0)



ROZNE OZNACZENIA

Zdanie 'f(z,y) = 1;21; ma w po = (0,0) granice réwna 0.” mozna zanotowaé na
bardzo wiele sposobéw, np.:
. . z2y? . w2y
wop TP =0 T @ =0 g = 0Ty
2243 22y
f(p)mov f(l"ay)mQ mm ) Wﬁ

PRZESTROGA
Ponizsze rachunki

. 0-
lim (lim ——2— ) = lim ( 2 ) = im0 =0,
y—0 \z—0 x“ + y2 y—0 \ 02 + y2 y—0

. . Ty o\ . z-0 \ . -
tny (1 ) =t (55 ) = o =0,

nie dowodza, ze jest rowna 0. Ta granica NIE ISTNIEJE!

i
(w,yfem(o,o) 2 + 92

1
1.0
- ; 1 n _
Bowiem: dla ciagu (,0) n:;(o, 0) mamy T T =
11
: 11 n ' _
oraz dla ciagu (.-, --) n:zo(0,0) mamy T T e e
n n
Poniewaz te granice sa, rézne, wiec (wg Heinego) If_é > nie ma granicy w (0,0). O
Dowody ponizszych twierdzen sa ’smutne’ (wystarczy zastosowaé ............ ).

Tw. Niech g = lim fi(p) i g2 = lim fo(p). Wtedy:
pP—Po P—po

pP—Ppo

lim sin = ...

Tim sin (1))

Jak pierwsze dwa 'wystowié¢ prozg’?
A co z ilorazem?

Jak uogdlni¢ ostatnie dwa przyktady?



