ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKELADU 3.(CIAGI)

c0. Podaj cztery wyrazy ciagu:

a) Ay = (3—|— 13,,/, HTH) , a1 = (,), ags = ... , a3z = ...... , Qg4 = ...
b) b = (k,1/k),
DEF. Niech ciag (p,) przyjmuje wartosci w IR™ i niech g € IR™.

Moéwimy, ze ciag (pn) jest zbiezny do g, gdy ciag odleglosci |a,—g| jest zbiezny do 0,
innymi stowy (czy raczej ’innymi krzaczkami’):

lim p, =g L i |pn — g = 0.
n—roo n— oo

DLACZEGO to ma sens; przeciez lim jest tu definiowany przez lim !7
OdpowiedZ: ten lim po prawej stronie jest juz znany (np. z AM1)!
Po prawej to nie jest warto$é bezwzgledna, ale norma w IR™.

Gdy uwzglednimy (z AM1) definicje zbieznosci ciagu wg Cauchy’ego mamy:
lim p, =g SN Veso .. YoeNn 72N = |pn—.|<e.
n—oo

Dla m = 2, przy oznaczeniach: p, = (zp,yn), g = (z0,70) € R? :

lim p, =g g Veso In V..>N \/ ............ + o <eg.
n—oo -
in+3 5 8
cl. Udowodnimy, ze g = ...... jest granicg ciagu b, = (221 1’ 6n2n+ i fg)
Zauwazmy, ze
on 72
b — oo =|l2 , , 8 — — e = e
| ‘( +2n—|—1 6n2 +7 n+> ‘
<
Stad dla dowolnego € > 0 dla kazdego naturalnego n > ...... mamy |b, —g| <e O
c2. Udowodnimy, Ze granica, ciagu a, = (——, -2=L) punktéw plaszczyzny (IR?)

jest punkt g = (...,...) . Zauwazmy, ze dla n € IN zachodzi:

"‘”_(0’1)|:\/(2n1+3_“'>2+(n;1 _...)2: er%:

1 1 ...
VinZ4+12n+9< ———V26n2 =

T n(2n+3) n(2n + 3) m+3

Stad dla dowolnego € > 0 dla kazdego naturalnego n > ...... mamy |a, —g| <e O



Tw. Ciag a, = (Zn,yn) jest zbiezny do g = (z,y) wtedy i tylko wtedy, gdy jest

zbiezny po osiach, tzn. lim a, =g <= lim z, =2 A lim y,=vy .
n—00 n—00 n—00

c3. Dzigki temu twierdzeniu, mozna (niemal) w pamieci obliczy¢:

sin(n? +2) 2n+3
DI =
a) Dlaay ( n+1 74n—|—5>

mamy nh—>Holoa” =(ey o)

1 2
b) Dlab, = <nsin,, n >mamy lim b, = ...........
n

n—00

c) Dlac, =

Jnt2 n+td ) mamy nh_}ngocn = e

c4. Niech f(z,y) = i—fz i niech a,, = (zp, yn), gdzie x,, = ﬁ + % iy, = ﬁ
Wtedy granica ciagu a,, jest para (..., ...), a granica ciagu f(a,) jest liczba ...... .
Podaj przyklady ciagdéw b, = (x,,y,,) zbieznych do (0,0) takich, ze:

a) nh_)rrgo flby) =0

b) nl;rr;o flby) =—m

c) ILm f(by) =400

cK. Karol Omylek (jak to Karol) wypowiedzial bledne zdania. Jakie to sa bledy?
a) Kazdy rosnacy i ograniczony ciag punktéw plaszczyzny jest zbiezny.

b) Jezeli ciag (x,,) ma podciag zbiezny do 7 i ciag (y,,) ma podciag zbiezny do e,
to ciag (a,) zdefiniowany wzorem a,, = (2, yn ), ma podciag zbiezny do (7, e).



