1 Zadanie 5

Oznaczmy
p=3(x* +y? +2%) - 2%y +yz +22%) -6

Jedli réwnanie p = 0 daje sie rozwiaza¢ wzgledem z dla kazdego (x,y) z pewnego otoczenia (zg, yo)
to w punkcie (xg,yo,20) (gdzie zy to odpowiednie rozwiazanie) na pewno x nie ma ekstremum
lokalnego. A wiec jesli w (zo, Yo, 20) jest ekstremum lokalne to 0.p(zo,yo,20) = 0 (w przeciwnym
razie rozwiazanie istnialoby na mocy twierdzenia o funkcji uwiklanej). Podobnie rozpatrujac zmienne
(@, z) widziemy ze Oyp(zo,%yo,20) = 0. Tak wiec ekstremum lokalne jest mozliwe tylko w punktach
rozwiazujacych uktad réwnan p = 0,9,p = 0,0.p = 0. Rozwiazanie za pomoca komputera:

(1) > p :=3%(x"4 + y°2 + 272) - 2%(X"2%y + y*z + z*x"2) - 6

2 2 2 2 4
(1) 3z +(-2y-2x)z+3y -2xy+3x -6
Type: Polynomial(Integer)
(2) > py :=D(p, ¥)

2
(2) -2z+6y-2x
Type: Polynomial(Integer)
(8) -> pz := D(p, 2)

2
3 6z-2y-2x
Type: Polynomial (Integer)
(4) -> solve([p, py, pzl)

4 [z=--,y=--,x -3=0]]

Type: List(List(Equation(Fraction(Polynomial (Integer)))))

Nie jest to calkiem jawne rozwiazanie, musimy rozwigzaé¢ réwnanie 24 — 3 = 0. To réwnanie ma
dwa rozwiazanie rzeczywiste z = 3'/* oraz x = —3Y%. Czyli dostajemy (3/4,3/2/2,3Y/2/2) i
(—31/4,31/2 /2 31/2 /2) jako mozliwe rozwiazania.

Bez komputera, odejmujac trzecie réwnanie od drugiego dostaniemy 6y — 2z — (62 — 2y) = 0,
czyli y = z. Podstawiajac do drugiego rownania mamy

4y —22% =0
czyli
2
Y= o
Podstawiajac i z do pierwszego réwnania otrzymamy 2 —3 = 0, czyli to samo co wyliczy! komputer.
Zauwazmy teraz ze zbiér rozwiazan réwnania p = 0 jest ograniczony. Mianowicie, na mocy

nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczng a $rednia geometryczng mamy

pla,y,2) 2 3@ + > +2°) — @+ +y* + 22+ 27 +ah) -6



=zt +y* 4+ 22 - 6.
Czyli p(z,y, z) = 0 implikuje
4+ +22<6

a wiec z, y 1 z sa ograniczone. Oczywiscie {(x,y, 2) : p(x,y,2) = 0} jest zbiorem domknietym, a
wiec jako domkniety i ograniczony podzbiér R? jest on zbiorem zwartym. Na tym zbiorze z jako
funkcja ciagla osigga minimum i maksimum. Ale (3'/4,31/2/2,31/2/2) jest jedynym punktem gdzie
nie wykluczyliSmy maksimum, wiec w tym punkcie maksimum jest osiggniete. Podobnie, w punkcie
(—3/4,31/2/2,31/2 /2) jest minimum.

Uwaga: Alternatywny dowdd ograniczonosci powierzchni zapisuje p + 6 jako sume kwadratéw.
Pozwala to bezposrednio znalezé maksimum i minimum x co pokazuje ze punkty wyznaczone z
warunkéw na pochodne sa faktycznie ekstramami lokalnymi (bo sa ekstramami globalnymi).

2 Zadanie 1

To zadanie jest bardziej skomplikowane. Postepujac jak w zadaniu 5 mamy
p=a*+y* —122%°% + 22 — 22

i trzeba rozwiazaé¢ uklad p =0,0,p =0,0,p = 0.
Uzywajac komputer mamy

(6) => p := x74 + y™4 - 12%x72%y"2 + 272 - 2%z
2 4 2 2 4

(6) z -2z+y -12xy +x
Type: Polynomial(Integer)

(7) => px := D(p, x)
2 3
(7) -24xy +4x
Type: Polynomial(Integer)
(8) -> pz :=D(p, 2)

8 2z -2
Type: Polynomial (Integer)
(9) -> sl := solve([p, px, pzl)

(9)
[[z=1,y=1,x=0], [z=1,y=-1,x=0], [z=1,y +1=0, x=0],

[z=1,6y -x =0, 35.x + 36 =0]]
Type: List(List(Equation(Fraction(Polynomial(Integer)))))

Sa cztery rozwigzania nad liczbami zespolonymi. W trzecie i czwarte rozwiazanie nie sg zupelnie
jawne, w przypadku trzeciego rozwiazania trzeba by rozwiazaé¢ réwnanie y2 + 1 = 0, ale to réwnanie
nie ma rzeczywistych rozwigzan. Podobnie, w czwartym rozwiazaniu trzeba by rozwiaza¢ rownanie
352* 436 = 0 i znowu to réwnanie nie ma rozwiazan rzeczywistych. A wiec pozostaja dwa rozwiazania
rzeczywiste. Podstawiajac do pochodnej po y widzimy ze jest ona niezerowa:



(13) -> py := D(p, y)

3 2
(13) 4y -24xy
Type: Polynomial (Integer)
(14) -> eval(py, sl(1))

(14) 4
Type: Fraction(Polynomial(Integer))
(15) —> eval(py, s1(2))

(15) - 4
Type: Fraction(Polynomial(Integer))

A wiec w otoczeniu kazdego z dwu rowiazan y daje sie wyrazié jako funkcje klasy C'' zmiennych z i
z. Liczymy pochodne y po x i z:
oy (“)xp_6my2—x3

dr  Byp P —6a2y’

@7 o.p —z+1
0z Oyp 2y —122%2y’

Drugie pochodne liczymy ze wzordéw typu:

0y . (dy 9y %
Oxdxr O (6$) * (@, <8x>> ((% ’
9y

W jesli % =01 52 =0 to wzér wyzej sie upraszcza do

0z
00y _ o (94 _ o (_0p
0xdx % (0m) =0 ( 3yp>

_ (ararp) (ayp) - (arp) (aTayp) _ ararp

(ayp)2 Oyp

Po wyliczeniu w punkcie (z,y,z) = (0,1,1) wychodzi ze Hesian H to:

6 0
-5 )
czyli tu mamy punkt siodlowy. Pododnie dla (z,y, z) = (0,—1,1) mamy
—-6 0
i-(3 1)

i tez jest punkt siodlowy. A wiec nie ma ekstreméw lokalnych.
Uzywajac komputera obliczenia sa tatwe, ale nie uzywajac uproszczenia wyniki sa dos¢ duze:

yx := -px/py



Type: Fraction(Polynomial(Integer))

Type: Fraction(Polynomial(Integer))

8 26 4 4 6 2 8
6y -39xy -384xy -39xy +6x

9 27 45 6 3
y - 18xy +108xy -216xy
Type: Fraction(Polynomial (Integer))
yxz := D(yx, z) + D(yx, y)*yz

4 32 5 4 32 5
(6xy +3xy +6x)z-6xy -33xy -6x

2y -36xy +216 xy -432xy
Type: Fraction(Polynomial(Integer))
yzx := D(yz, x) + D(yz, y)*yx

4 3 2 5 4 32 5
(6xy +33xy +6x)z-6xy -33xy -6x

2y -36xy +216xy -432xy
Type: Fraction(Polynomial(Integer))
yzz := D(yz, z) + D(yz, y)*yz

(45)
2 2 2 2 2 6 2 4 4 2 2
(-3y +6x)z +(6y -12x)z-2y +24xy + (-72x -3)y +6x

4y -T2xy +432xy -864xy
Type: Fraction(Polynomial(Integer))
H := matrix([[yxx, yxz], [yzx, yzzll);



map(pp +-> eval(pp, s1(1)), H)

47

map(pp +-> eval(pp, s1(2)), H)

(48)

+6 0 +
| I
| 1]
0 - -
+ 2+

+- 6 0+
| I
| 11
o -l
+ 2+

Type: Matrix(Fraction(Polynomial(Integer)))

Type: Matrix(Fraction(Polynomial(Integer)))

Type: Matrix(Fraction(Polynomial(Integer)))



