1 Rozwigzywanie uktadéw réwnan

Ponizej podam dowody podstawowych wynikéw analitycznych o rozwiazy-
waniu ukladéw réwnan, tzn. twierdzenia o funkcji uwiktanej i twierdzenia o
funkcji odwrotne;j.

Definicja: Odwzorowanie f : X — X gdzie X jest przestrzenia metrycz-
na nazywamy zwezajacym wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ¢ € [0,1) takie
ze dla kazdego x,y € X mamy

d(f(z), f(y)) < qd(z,y).

Lemat 1 (lemat Banacha o odwzorowaniach zwezajgcych) Jesli X jest nie-
pustq przestrzenig metryczng zupeing a f : X — X jest odwzorowanie zwe-
Zajgcym to istnieje dokladnie jeden x € X taki Ze f(x) = x. Ponadto jesli
y € X tod(y,z) < t2.d(y, f(y))-

Dowdd: Najpierw zauwazmy ze jesli taki x istnieje to jest jedyny. Mianowicie
niech f(z) =z oraz f(y) = y. Wtedy

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < qd(z,y)

co jest mozliwe tylko jesli d(z,y) = 0, czyli x = y.

Niech x bedzie dowolnym punktem. x; definiujemy indukcyjnie wzorem
xiy1 = f(x;). Jako ze f jest odwzorowaniem zwezajacym to przez indukcje
pokazujemy ze
(1) A(Titn, Tit14n) < ¢"d(x;, Tit1).

Indukcyjnie sprawdzamy ze

n—1
A(in,wi) <Y d(Tigks Tighi1)-

k=0

A wiec
1

(2) A(Tin, ) <Y qFd(wi, wi1) < Ed(-riadi-&-l)
gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika ze wzoru na sume postepu geometryczne-
go.

Niech € > 0 bedzie dowolny. Jako ze ¢ < 1 to na mocy nieréwnosci 1
istnieje ¢ takie ze

(i, i :
(xl xl-‘—l) < q d(l’o,xl) < c.
1—-¢q 1—-g¢q

Nieréwnosé 2 implikuje teraz ze dla kazdego n € Z takiego ze n > 0

d(Tiyn,x;) < €.



A wiec ciag z; spelnia warunek Cauchy’ego, czyli jest zbiezny. Niech zo
bedzie granica x;. Jako ze f jest ciaggta mamy

f(zeo) = lim f(x;) = limxiy1 = Too

czyli x = oo jest szukanym punktem.
Wreszcie

d(y,z) < d(y, f(y)) +d(f(y),z) < d(y, f(y)) + qd(y, o0)

czyli
(1 —q)d(y,z) < d(y, f(y))

co daje nieréwno$¢ z konkluzji lematu. O

Lemat 2 (parametryczna wersja lematu Banacha) Niech X bedzie prze-
strzeniq topologiczng, Y bedzie przestrzeniq metryczng zupelng, f : (X x
Y) — Y bedzie funkcja ciggla. Zakladamy zZe istnieje q € [0,1) takie ze dla
kazdego x € X, y1,y2 € Y mamy

d(f(z, 1), f (@, 92)) < d(y1, y2)-

Wtedy istnieje dokladnie jedna funkcja ciggla g : X — Y taka Ze
[z, 9(x)) = g().

Dowdd: Przy ustalonym x funkcja f, zadana wzorem f,(y) = f(z,y) spelnia
zalozenia lematu 1, wiec istnieje dokladnie jeden punkt y, taki ze fi(y.) =
Yo czyli f(x,ys) = Y. Jedli g istnieje to jedynosé y, oznacza ze g(x) = Y.
Innymi stowy mozemy zdefiniowaé g(x) = y, i pozostaje pokazaé ze g jest
funkcja ciagta. W tym celu wystarczy pokazaé ze dla kazdego x € X istnieje
otoczenie U takie ze g jest ciagla na U. Jako Ze niezaleznie od cigglodci g jest
jednoznacznie wyznaczona przez réwnanie f(z,g(z)) = g(x) to wystarczy
pokazaé ze na U istnieje ciagle g spelniajace f(x, g(x)) = g(z).

Niech g € X bedzie dowolny. Jak juz zauwazyliémy istnieje doktadnie
jeden yo € Y taki ze f(xo,yo0) = yo. Niech U C X sklada sie z = takich ze

d(f(z,y0),y0) < 1.

xo € U i z cigglodci f zbidr U jest otwarty czyli U jest otoczeniem xg.
Pokazemy ze na U istnieje ciagle g.

Niech g : U — Y bedzie funkcja stala o wartosci yo (tzn, Vioergo(z) =
yo). Niech Z bedzie przestrzenia funkcji ciagltych g z U w Y takich ze

sup d(g(), yo) < oo.
zeX



Na Z definiujemy metryke wzorem

d(g,h) = sup d(g(z), h(z)).
rzeX

Jest to tak zwana metryka jednostajna. Latwo sprawdzié¢ ze supremum wyzej
jest skonczone dla g, h € Z czyli metryka wyzej jest dobrze zdefiniowana. Za-
uwazmy ze go € Z. Mianowicie d(go(z),v0) = d(yo,yo) = 0 czyli supremum
wyzej jest skonczone czyli faktycznie gg € Z, a wiec Z jest niepusta.

Jedli d(g,h) = 0 to dla kazdego x € X mamy d(g(x),h(z)) = 0, czyli z
wlasnosci metryki na Y mamy g(x) = h(z), czyli g = h. Mamy tez symetrie
i warunek trojkata:

d(h, g) = sup d(h(x), g(x)) = sup d(g(z), h(x)) = d(g, h).

zeX zeX
d(g, h) = Sup d(g(x), h(z)) < :g(d(g(ﬂ:), w(z)) + d(w(z), h(x)))
< ig}'}(d(g(@’ w(x)) + sup d(w(z), h(z))) = d(g, w) + d(w, h)

gdzie w posrednich krokach uzyliémy wlasnosci metryki na X. A wiec fak-
tycznie otrzymaliSmy metryke na Z.

Zbieznos¢ wzgledem metryki na Z to zbieznos¢ jednostajna. A wiec ciag
Cauchy’ego g; w Z dla kazdego x daje nam ciag Cauchy’ego g;(z) w Y, czyli
jako ze Y jest zupelna to granica punktowo istnieje. Jako ze zbieznosé jest
jednostajna to ta granica jest funkcja ciggta. Ponadto mamy

sup d(g(z),yo0) = d(9, 90)
zeU
czyli warunek definiujacy Z jest réwnowazny warunkowi d(g, go) < oo ktéry
jest spelniony dla granicy ciggu Cauchy’ego. A wiec kazdy ciag Cauchy’ego
w Z ma granice nalezacg do Z, czyli Z jest przestrzenia metryczng zupelna.
Teraz na Z zdefiniujemy funkcje F' wzorem

F(g)(x) = f(x,g(x)).

Zauwazmy ze dla g € Z réwniez F(g) € Z. Mianowicie jako zlozenie funkcji
ciaglych F(g) jest ciagta. Mamy tez

sup d(F(g)(x),y0) = sup d(f(z, 9(x)),y0)
zelU zelU

< sgg(d(f(x,g(ﬂﬂ)), f(z,90)) +d(f(z,%0),%0)

< supd(f(z,g(x)), f(z,y0)) + sup d(f(x,y0), yo)
zelU zelU

7 definicji U

sup d(f(x,y0),90) <1
xelU



7 wtasnosci f mamy

sup d(f(z, g9(z)), f(x,y0)) < sup gd(g(x), yo) < 00
zelU zelU

jako ze g € Z. Czyli faktycznie F(g) € Z.

Mamy tez
d(F(g), F(h)) = sup d(f(z,9(x)), f(z, h(z))) < sup qd(g(x), h(z))
= qsup d(g(x), h(x)) = d(g,h).

Czyli F' jako odwzorowanie na Z spelnia zalozenia lematu 1 czyli istnieje
g € Z takie ze F(g) = g. Takie g jest ciagle i dla x € U spelnia

g9(x) = F(g)(x) = f(z,9(x))

czyli réwnanie f(x,g(z)) = g(z) ma ciagle rozwiazanie, co konczy dowdd.
O

Lemat 3 Niech U bedzie otwartym i wypukiym podzbiorem R™, niech f :
U — R™ bedzie funkcjg rézniczkowalng. Wtedy dla kazdego x,y € U mamy

1£(x) = f)Il < llw =yl sup [If'(ty + (1 = )z)]|
t€(0,1]
Dowdd: Niech ¢(t) = f(ty + (1 — t)x). Jako ze x,y € U i U jest wypukly to
¢ jest zdefiniowane na [0, 1]. Niech v oznacza f(z) — f(y). Niech w bedzie
funkcjonalem linowym na R™ takim ze |w| =11 (v,w) = ||v]| (dla normy
euklidesowej wystarczy wzias¢ produkt skalarny z v/||v||, dla ogélnych norm
taki funkcjonal istnieje na mocy twierdzenia Hanha-Banacha). Niech v (t) =

(0(t) — f(x),w). Mamy ¢(1) = f(y) i (1) = (f(y) = f(x), w) wiec
1f () = F@)l = (f(y) = flz), w) = ¥(1)

czyli by oszacowaé || f(y) — f(x)|| wystarczy oszacowaé 1(1).
Mamy

() = (f(tz+ (1 = t)y)(z — y),w),
W@ <1t + Q@ =ty)lllz = ylllw] = 1tz + 1= y)lllz -yl

gdzie uzyliémy réwnosé ||w|| = 1. Mamy tez ¢(0) = f(x), ¥(0) = (f(z) —
f(x),w) = 0 wiec na mocy twierdzenia o wartosci $redniej dla funkcji rze-
czywistych na [0, 1] mamy

1f(y) = f(@)]| = ¢(1) < sup ¢'(t) < sup [¢'(1)]

te(0,1] te€[0,1]

4



<llz =yl sup [|f(tz + (1 - t)y)|
te[0,1]

Lemat 4 (twierdzenie of funkcji uwiklianej). Niech X bedzie przestrzeniq
topologiczng, niech Y = R"™ dla pewnego n, niech f bedzie funkcjg ciggle na
otwartym podzbiorze U C X XY o wartoSciach wY . Niechxg € X iyg €Y
bedq takie Ze (xo,y0) € U. Zakladamy zZe pochodna Vy f funkcji f wzgledem
zmiennych z 'Y istnieje na U i jest ciggla w punkcie (xo,y0). Zakladamy
ze f(zo,y0) = 0 oraz Vy f(xo,y0) jest odwracalne. Wtedy istnieje otwarte
V C X takie ze xg € V i funkcja ciggla g : V — Y taka ZeVpey (z,9(x)) € U
i Veev f(z,9(x)) = 0. Ponadto istnieje otwarte W C U, takie Ze (xo,yo) €
W i dla kazdego (xz,y) € W réwnosé f(x,y) = 0 implikuje x € V 1y =
g(x). W szczegdlnoscei jesli V- jest dostatecznie male to g jest wyznaczona
jednoznacznie.

Dowdd: Niech L bedzie odwrotnoécia Vy f(zo, yo), niech ¢ bedzie zadane
wzorem ¢(x,y) = —Lf(x,y)+y. ¢ jest zdefiniowana i ciagta na U, pochodna
Vy ¢ istnieje na U 1 jest ciagla w punkcie (g, y0). Mamy tez ¢(zo,y0) = Yo
oraz Vy¢(zg,yo) = —1 + I = 0 gdzie I oznacza odwzorowanie identyczno-
Sciowe na Y.

Jako ze Vy ¢ jest ciagta w (xg,y0) i Vy@(xo,y0) = 0 to istnieje otwarte
Uy C U takie ze (zo,40) € Uy i |[Vyo(z,y)| < 3 dla (z,y) € Uy.

Z definicje topologii na produkcie X x Y istnieje istnieje otwarte V3 C X,
r > 0 takie ze z9 € V1 1 Vi x B(yo,r) C U gdzie B(yo,r) oznacza kule
otwarta o érodku w gy i promieniu r zawarta w Y. Jako ze ¢ jest ciagla i
#(w0,y0) = Yo to istnieje otwarte Vo C V1 takie ze ||z, y0) — yoll < 5.

Stosujac lemat 3 do ¢ przy ustalonym z € Vo widzimy ze dla y1,y2 €
B(yo, r) mamy

@ I6(2,32) — o,y < 5l —

gdzie skorzystaliémy z tego ze na Uy mamy ||[Vy¢|| < 1.
Dla z € Vo mamy |¢(x,y0) — wol| < 5 wiee dla y € B(yo, ) uzywajac
nieréwnos¢ 3 mamy

l6(z,y) = yoll < ll¢(z,y) — é(x, yo)ll + [|6(x, y0) — woll

ly =yl 7 _r 1 _2
S—%—tss<5;t5=5r<r
D 3733 3
czyli dla z € Vo iy € B(yo,r) mamy ¢(x,y) € B(yo,r). B(yo,r) z metryka
euklidesowa jest niepusta przestrzenia metryczna zupelna, ¢ jest ciagla i



spelnia 3 wiec zalozenia lematu 2 sg spelnione czyli istnieje doktadnie jedna
funkcja ciagta g : Vo — B(yo,r) ktéra spelnia

(4) ¢(z,9(x)) = g(x).

Mamy
—Lf(x,9(x)) = o(z, 9(x)) — g(x) = 0.

Jako ze L jest odwracalne (odwrotnosé to Vy f(xo, yo)) oznacza to ze f(x, g(z)) =
0. Zauwazmy ze jesli z € Vo, y € B(yo,r) i mamy f(z,y) = 0 to mamy tez
o(x,y) = y. Przy ustalonym z lemat 1 implikuje ze y = g(x) co oznacza ze
w tresci lematu wystarcza W = Vo x B(yo, ). O

Lemat 5 Jesli X to R™ dla pewnego m, f jest jak w lemacie 4 i dodatkowo
w punkcie (xo,yo) f jest rozniczkowalna wzgledem zmiennych z X, to g jest
rozniczkowalna w xg © mamy

g (z0) = —(Vy f(z0,%0)) "' Vx f (20, y0)

Dowéd: Podobnie jak w dowodzie lematu 4 piszemy L = (Vy f(z0,%0))
i¢(x,y) = —Lf(z,y) +y. ¢ jest rézniczkowalna wzgledem x w punkcie
(z0,y0) imamy Vxo(xo,y0) = —LVx f(x0,y0). ¢ jest rézniczkowalna wzgle-
dem y na U i Vy¢(zg,y0) = 0, przy tym pochodna ¢ wzgledem y jest ciagta
w (20, Y0)-

Ustalmy € > 0 takie ze € < % Oznaczmy przez M pochodna ¢ w punkcie
(zo,y0) wzgledem y, tzn. M = Vy¢(zo,y0) = —LVy f(x0,y0). Z definicji
rézniczkowalnosci istnieje otwarte V3 C Y takie ze yg € V7 i

(5) 6 (. y0) = M(w = 20) —yoll < clle = o]l

Jako ze pochodna ¢ wzgledem y jest ciaglta w (zg,y0) to istnieje otwarte
Ui C X xY takie ze (mo,yo) elyi

3

(6) [Vyo(z,y)|| < 6 max(L, |M])

7 definicje topologii na produkcie istnieje otwarte Vo C V4 i r > 0 takie ze
zo € Vo i Vo x B(yo,’l“> c U;.

Jako ze M jest operatorem cigglym to istnieje otwarte V3 C X takie ze
xg € Vz oraz ||M(z — xo)|| < 7/3 1|z —x0]| <r dlaz € Vs. Ustalmy = € V3
i niech y; = yo + M (z — z¢). Uzywajac powyzsze i stosujac lemat 3 do ¢ (z
jest ustalone, yo,y1 € B(yo,r)) mamy

= |=—
Ayt — Yol =
6/ ]| 6] M]]

l¢(x, y1) — &z, o) || < 1M (2 — ol



€
— zo = Zllz — o-
6

<
6IIMII

Uzywajac powyzsze i nieréwnosé¢ 5 mamy

oz, 91) = will < ll¢(z,91) = b2, o)l + (2, yo) — w1l

&
gHm — zol| + [[¢(x, y0) — M (x — x0) — yol|

)

< I+ =) =<l |
=z —= —|lz — zol| = =]l — 2ol
X 0 6 0 3 0

(@]

Nieréwnosé 6 implikuje
1
IVyd(z,y)|l < 3

Uzywajac powyzsza nieréwnosci i lemat 3 dla y € B(yg, ) mamy
16z, y) — yoll < [[¢(x,y) — é(@, yo)|| + [|6(x, o) — ol

1
< 3lly = woll + llo(z, wo) — M (2 — @0) = yol| + [|M(z — zo)]-

Z definicji V3 dla o € V3 mamy [|[M(z — zo)|| < 3r i [z — ol < r wiec
uzywajaé¢ powyzsze i nieréwnosé¢ 5 mamy

1 1
lé(x,y) — yol| < *7"+*||$—330||+ 57

P RS PR SO 7L
E R
~3 "6 '3 r

czyli ¢(z,y) € B(yo,r). A wiec do ¢ (caly czas z ustalonym x) stosuje sie
lemat 1, czyli istnieje y takie ze ¢(z,y) = x. Podobnie jak uzasadniali$émy
w dowodzie lematu 4 oznacza to ze y = g(z). Z lematu 1 mamy

lg(z) =yl = ly —wnll < lo(z,y1) — y|

b
1-1/3

3¢
< 53l —wll = *IlfC — zo|| < ellz — 0|

Biorac pod uwage ze y1 = yo + M (z — x¢) = g(xo) + M (z — x¢) mamy
(7) lg(x) — g(z0) — M (2 — x0)|| < ellz — 0.

Jako ze x € V3 byto dowolne to powyzsza nieréwnosé¢ zachodzi dla kazdego
z € V3. Jako ze € € (0, %) bylo dowolne to dla kazdego ¢ € (0, §) istnieje
otwarte V3 takie ze xg € V3 i dla kazdego x € V3 spelniona jest meréwnoéé
7. Lecz to oznacza ze M spelnia warunek definiujacy pochodna g w xg, czyli
g jest rézniczkowalna w xg i

g'(x0) = M = =LV x f(x0,90) = —(Vy (@0, %0)) " Vx f (0, %0)



co konczy dowdd. O

Uwaga: Lemat 4 mozna by tez dowodzi¢ w podobnym duchu jak lemat
5, w szczegdlnosci mozna w ten sposéb pokazaé ze jesli f jest tylko ciagta w
(z0,Y0) to g istnieje w pewnym otoczeniu xg i jest ciagla w .

Lemat 6 Jesli X to R™ dla pewnego m, f jest jak w lemacie 4 i dodatkowo
f jest klasy C* to g jest klasy C*.

Dowdd: Na mocy lematu 4 funkcja g istnieje i jest ciagla w pewnym
otwartym V C X takim ze g € V. Jesli x € V zas y = g(z) to w pewnym
otoczeniu (z,y) sa spelnione zalozenia lematu 5. A wiec g jest rézniczkowal-
na w x i mamy

g (@) = ~(Vy f(2,Y))"'Vx f(z,y) = ~(Vx f(z. g(2))Vy f(z. g()).

Dla k = 1 wiemy ze pochodne f sa ciggle i g jest ciagte, wiec pochodna g
jest klasy C'. Podobnie, jesli pochodne f sa C* i wiemy ze g jest co najmniej
klasy C*~1 to wzér wyzej implikuje ze g jest klasy C*. A wiec dla dowolnego
k wynik dostaniemy przez indukcje. O

Uwaga: Lemat 6 mozna by dowodzi¢ w podobnym duchu jak lematy 2
i 4. Dokladniej, zamiast przestrzeni funkcji ciggltych trzeba by rozpatrywaé
przestrzen funkcji klasy C* z metryka odpowiadajaca jednostajnej zbieznosci
pochodnych do rzedu k. Jednakze dla k > 0 potrzebne oszacowania sg duzo
bardziej skomplikowane niz oszacowania dla k = 0, dlatego podany dowdd
jest prostszy.

Lemat 7 (twierdzenie o funkcji odwrotnej) Niech U bedzie podzbiorem otwar-
tym R™ dla pewnego n. Niech f: U — R" bedzie funkcjqg ciggla i rézniczko-
walng. Zaktadamy ze xg € U i Ze pochodna f jest ciggla w punkcie xg. Po-
nadto zaktadamy ze f'(xq) jest odwracalne. Niech yo = f(xg). Wtedy istniejq
otwarte V.W C R™ takie e xg € V, yo € W 1 funkcja ciggla g : W — V
takie ze f(V) C W, fog jest identycznoscig na' V', go f jest identycznodciqg
na W, g jest rézniczkowalna w yo i ¢'(yo) = (f'(x0))~t. Ponadto jesli f jest
klasy C* to g jest klasy C*.

Dowdd: Niech h(x,y) = f(y) — x. h spelnia zalozenia lematu 4 na R™ x
U (z zamienionymi rolami xg i 39), a wiec istnieje Wy C R™, yo € Wy i
ciaggta g : Wy — U takie ze f(g(y)) = y dla y € V). Innymi slowy fog
jest identycznoscia na Wy. Na mocy ostatniej czedci lematu 4 istnieje zbioér
otwarty Z C R™ xR" taki ze (xg,y0) € Z idla (z,y) € Z réwnosé f(x)—y =
h(y,z) = 0 implikuje y € Wy i x = g(y).



7 definicji topologi na produkcie istnieja otwarte Vi, W1 C R” takie ze
xo € Vi, 90 € W1 i Vi x Wy C Z. Jako ze f jest ciagta to Vo = Vin f=1(W)
jest otwarte.

Dla z € Vo mamy f(z) € Wy czyli skoro Vo C Vi to (z, f(x)) € V1 X
W1 C Z. To implikuje f(z) € Wy i réwnosé = = g(f(z)), czyli g o f jest
identycznoscia na Va. Jako ze g jest ciagla w yo, g(yo) = zo 1 9 € V2 to
istnieje otwarte W5 C Wy takie ze yo € W3, i g(W3) C Va. Niech V3 = Vo N
f~1(W3). Z definicji V3 mamy f(V3) C Ws. Z definicji W3 mamy g(W3) C Va.
Ale wiemy tez ze f o g jest identycznoscia na Wy, wiec dla y € W3 C Wy
mamy y = f(g(y)) i w szczegdlnosci f(g(y)) € Wa, czyli g(y) € f~1(Ws). A
wiec g(y) € Vo f=1(W3) = V3. Czyli g(W3) C V3. A wiec biorac V = V3,
W = Wj i ograniczajac g do W3 mamy zawierania dla obrazéw f(V) C W,
g(W) C V. Skoro dziedziny sie zgadzaja to pokazane wczes$niej na wiekszych
zbiorach réwnosci f(g(y)) =y i g(f(x)) = x zachodza dlax € V, y € W.

h spelnia réwniez zalozenia lematu 5 czyli g jest rézniczkowalna w xg.

Jedli f jest klasy C* to h spelnia zalozenia lematu 6 co implikuje ze g
jest klasy C*. O

Uwaga: Lemat 7 mozna by dowodzi¢ bezposrednio i sprowadzi¢ do niego
lemat 6. Ale takie sprowadzenie nie dziata dla lematow 4 i 5.



