1 Zadanie 1

Jedli f ma cigglte pochodne czastkowe w otoczeniu punktu p i pochodna
czastkowa f po y w punkcie p = (xg,yo) jest rézna od zera to réwna-
nie f(x,y(x)) = 0 ma jednoznaczne rozwigzanie w pewnym otoczeniu p.
Wszystkie funkcje w zadaniu maja ciagte pochodne czastkowe, wigc najpierw
obliczamy warto$¢ funkcji, by sprawdzi¢ czy ten punkt daje rozwiazanie, a
potem obliczamy warto$¢ pochodnej.

Ponizsza funkcja wykonuje to obliczenie, wypisujac po drodze komunkaty
objaéniajace wyniki:

-— Funkcja sprawdzajaca czy pochodna czgstkowa po y nie znika,
-- dfuga wersja.
rozwlp(f, p) ==
print (message ("funkcja f =")$0OutputForm)
print (£)
print (message ("wartosé f w p")$0utputForm)
print(eval(f, [x, yl, p))
print (message("D(f, y) =")$0utputForm)
print (D(f, y))
print (message("wartos¢ D(f, y) w p")$OutputForm)
print(eval(D(f, y), [x, yl, p))

Mozna tez uzy¢ prostszg funkcje ktéra zwraca wartosé funkceji i pochod-
nej czastkowej po y jako liste

rozwl(f, p) == [eval(f, [x, yl], p), eval(D(£f, y), [x, yl, p)]

1.1 Punkt a

Podstawiamy wyrazenie zwierajace nasza funkcje pod zmienng f. Poniewaz
potrzebujemy réwnanie postaci f(z,y) = 0 to odejmujemy od lewej strony
rownania prawa:

f := x"4xy + xxy~3 -10
3 4

3 xy +xy-10
Type: Polynomial(Integer)

Wyzej jest wyrazenie w postaci tekstowej, Polynomial (Integer) jest ty-
pem automatycznie przypisanym naszamu wyrazeniu przez FrICAS-a. Nizej
wersja matematyczna (uzywajaca ITEX):

(3) P +aty—10

Teraz uzywamy nasza pierwsza funkcje:



rozwip(f, [1, 2])

Compiling function rozwlp with type (Polynomial(Integer), List(

PositiveInteger)) -> Void
funkcja f =

3 4
xy +xy-10
wartosé¢ f w p
0
D(f, y) =

2 4
3xy +x
wartosS¢ D(f, y) w p
13
Type: Void

Teraz druga funkcje:
rozwl(f, [1, 2])

Compiling function rozwl with type (Polynomial(Integer), List(
PositiveInteger)) -> List(Polynomial(Integer))

(6) [0, 13]
Type: List(Polynomial (Integer))
Wynik w notacji matematycznej
() [0, 13]
Skoro wartosé funkcji jest zerowa, a wartos¢ pochodnej po y niezerowa to w

pewnym otoczeniu (1,2) rozwiazanie y = y(z) istnieje i jest jednoznaczne.

1.2 Punkt b
Podstawiamy wyrazenie dajace f i obliczamy wartosci w (2,4):

f:=x"y-yx
rozwl(f, [2, 4])

Dostajemy:
(6) —y" 4
(7) [0, 16 log (2) — 8]

log(2) jest niewymierny, wiec warto$é¢ pochodnej jest niezerowa.
W (3, 3):



rozwl (f, [3, 3])

(8) [0, 27 log (3) — 27]

log(3) jest niewymierny, wiec warto$¢ pochodnej jest niezerowa.
W (2,5):

rozwl(f, [2, 51)

(9) [7, 32 log (2) — 10]

Tym razem punkt nie lezy na krzywej f(z,y) = 0, a wiec nie ma rozwiaza-
nia.

1.3 Punkt c

f :=x72 + y"2 - 2¥x*y

(10) Yy —2xy+2?
rozwl(f, [1, 11)
rozwl(f, [0, 0])

(11) [0, 0]

(12) [0, 0]

Czyli pochodne po y sg zerowe, a wiec musimy bada¢ doktadniej.
Rozkladamy na czynniki, wielomian jest kwadratem

factor (f)

(13) (y — )

Wielomian jest kwadratem, wiec wystarczy bada¢ czynnik liniowy. On oczy-
wiscie daje jednoznaczne rozwiazanie, ale sprawdzamy co powie nasza me-
toda:

f =y -x

(14) y—z



rozwl(f, [1, 1])

(15) [0, 1]
Pochodna niezerowa, czyli w porzadku.

rozwl(f, [0, 0])
(16) [0, 1]
Tez w porzadku.

1.4 Punktd

f :=x74 + y 4 - 2%x"2%y"2

(17) yt =2 2% y? 42t
rozwl(f, [1, 11)

(18) [0, O]
rozwl(f, [0, 0])

(19) [0, O]

Pochodne sg zerowe, rozkltadamy na czynniki.

factor (f)

(20) (y— ) (y+a)°

Wielomian jest postaci f = ((y—z)(y+x))?, czyli jest kwadratem produktu
funkcji liniowych. Ten produkt dla danego x # 0 oczywiscie daje dwa roz-
wiazania rézne rozwigzania. Skoro sa on rézne, to mozna dobraé otoczenie
tak by rozwiazanie bylo jednoznaczne. Inaczej jest gdy * = 0, wtedy oba
rozwiazania sa bliskie 0 i nie ma jednoznacznosci w otoczeniu (0,0). Ale
zbadamy produkt by sprawdzi¢ co wyjdzie:

f = (y - x)*(y + x)



(21) y* —a?

rozwl(f, [1, 11)

(22) 0, 2]

czyli w (1,1) pochodna jest niezerowa i mamy jednoznaczno$¢ w pewnym
otoczeniu.

rozwl(f, [0, 0])

(23) [0, 0]

Tu dalej pochodna jest zerowa (tak jak powinno by¢).

1.5 Punkt e

f :=x72+ y"2 - 2x%x

(24) v+t -2z

rozwl(f, [1, 1])

(25) [0, 2]
Pochodna niezerowa.

rozwl(f, [0, 0])

(26) [0, 0]

Tu pochodna jest zerowa. Widaé ze f mozna zapisaé jako f = (z—1)2+y?—1
co jest réwnaniem okregu o srodku w (1,0) i promieniu 1. Dla dodatnich z
bliskich 0 prosta pionowa przecina okrag w dwu punktach bliskich 0, a wiec
w otoczeniu (0,0) nie ma jednoznacznosci rozwiazania (a dla ujemnych x
nie ma rozwiazan).



1.6 Punkt f
f 1= x72 +y72 - x -2%x*y

(27) v —2xyt+a’—x

rozwl(f, [1, 0])

(28) [0, —2]
Czyli niezerowa pochodna.

rozwl(f, [0, 0])

(29) [0, 0]

Tu pochodna zerowa. Przy ustalonym z réwnanie f(y,x) = 0 jest réwna-
niem kwadratowym. Obliczamy

A=4d2?—4=2® —z) =2

Czyli dla « > 0 sa dwa rozwiazania, dla = < 0 nie ma rozwiazania, czyli w
otoczeniu (0,0) nie ma jednoznacznego rozwiazania.

1.7 Punkt g

f =x"3-y3+x-y

(30) P —y+a®+a
— wychodzi wynik ktéry nie ma zer

rozwl(f, [p, pl)

(31) [0, 37— 1}

Wynik nie ma zer.

To mozna tez rozwiazaé piszac f = u(x) — u(y) gdzie u(z) = 2% + 2.
Roéwnanie jest réwnowazne réwnaniu u(x) = u(y). u jest to funkcja rosnaca,
wiec jedyne rozwigznie to z = y.



1.8 Punkt h
f :=x"4 + y"4 - 2¥x*y

(32) yt =22y 42t

rozwl(f, [1, 1]1)

(33) 0, 2]

rozwl(f, [0, 0])

(34) 0, 0]

Tu pochodna jest zerowa. Ten przyktad jest nieco bardziej skomplikowany,
bo przy ustalonym x dostajemy rownanie stopnia 4 ze wzgledu na y. Takie
réwnie ma zawsze parzysta ilo§é rozwiazan rzeczywistych. Dla z bliskiego 0
réwniez y musi by¢ bliski 0, tzn. nie ma rozwiazan z duzym |y|. A wiec w
otoczeniu (0,0) nie ma jednoznaczno$ci rozwiazania, tzn. wiemy ze sa 4 lub
2 lub 0 rozwiazan, nie wiemy ile dokladnie, ale na pewno nie jest to 1.

2 Zadanie 2

Jedli gradine f jest niezerowy w (g, y0, 20) to rOwnanie plaszczyzny stycznej
ma postaé ax + by + cz + d gdzie (a,b,c) to gradient f. W wiec a, b, ¢
wyznaczamy liczac gradient.

Komputerowo obliczamy gradient jako liste pochodnych czastkowych:

df (f) == [D(f, x), D(f, y), D(f, 2z)]
Teraz funkcja z punktu a

f 1= x"2%z + y*xz"2 - 2

(36) y 22 +a?z—2
Sprawdzamy wartos¢ funkeji w punkcie

eval(f, [x, y, z], [sqrt(2), 0, 11)

(37) 0

Sprawdzamy obliczanie gradientu



df (£)

(38) [2 Tz, 22 2y 2 —i—xﬂ
Funkcja do obliczania warosci gradientu w punkcie p
edf (f, p) == [eval(fi, [x, y, z], p) for fi in df(£)]

Type: Void
Obliczamu wartos$é gradientu w p = (1/(2),0,1):

edf (f, [sqrt(2), 0, 11)

(40) 2V2,1, 2|

Czyli réwnanie plaszczyzny stycznej ma prostaé¢ 2v2x +y + 22 +d = 0
i pozostaje obliczyé d. Robimy to podstawiajac wyzej * = xo = /(2),
y =1y =0, 2 =2 = 11 przyréwujac to lewa strone réwnania wyzej z
prawia czyli 0. Innymi stowy d = —(axg + byg + czp) To ostanie wyrazenie
to produkt skalarny gradientu z (z, yo, 20)-

Definiujemy pomocnicza funkcje obliczajaca produkt skalanrny (c) i wy-
raz wolny (w):

c(1l, p) == 1(D)*p(1) + 1(*p(2) + 1(3)*p(3)
w(f, p) == -c(edf(f, p), p)

Teraz obliczamy wyraz wolny

w(f, [sqrt(2), 0, 11)

(43) —6
Czyli tacznie réwnanie plaszczyzny stycznej ma prostaé
22 +y+22—6=0.

Oczywiscie, jedli to potrzebne to réwnanie mozna przeksztatci¢ do innej po-
staci, ale ta czesto jest wygodna. Mozna tez zapisa¢ rownanie w postaci

a(z —x0) +b(y —yo) + c¢(z — 29) = 0.

Tzn. w tej postaci nie trzeba wylicza¢ wyrazu wolnego, bo jest on réwny 0.



2.1 Punkt b

A=1(0,1,1)
f = exp(x*z) - y*z
(44) e —yz

p := [0, 1, 1]

(45) [0, 1, 1]
edf (£, p)

(46) 1, —1, 1]
w(f, p)

(47) 2

Czyli réwnanie:
r—y—z+2=0.

Dla B = (1,e,1):

p := [1, %e, 1]

(48) 1, e, 1]
edf (f, p)

(49) [67 _1) O]
w(f, p)

(50) 0

Czyli réwnanie
exr —y=0.



2.2 Punkt c
f:=x"2+y3+2z74-x-2
(51) Azttt —u

Dla A = (0,0,0):

p := [0, 0, O]

(52) [0, 0, 0]

eval(f, [x, y, z], p)

(53) 0
edf (f, p)
(54) (-1, 0, —1]
w(f, p)
(55) 0
czyli réwnanie
—x—2z=0.
Dla B = (1,0,0):
p := [1, 0, 0]
(56) [1, 0, 0]
eval(f, [x, y, z], p)
(57) 0
edf (f, p)
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w(f, p)

(59) 1

czyli réwnanie:
r—z—1=0.

Dla C = (1,0,1):
p := [1, 0, 1]
(60) [1, 0, 1]
(60) 1,0, 1]

eval(f, [x, y, z], p)

(61) 0

edf (£, p)

(62) [1, 0, 3]

w(f, p)

(63) —4
czyli rownanie

r+3z—4=0.

3 Zadanie 3

Zapisujemy jako pomocznicze funkcje wzory na pochodng i druga pochodna
funkcji uwiktanej:

dy(f) == -D(f, x)/D(f, y)
d2y(£f) == (-D(f, y)~"2«D(f, x, 2) - D(£f, x)"2«D(f, y, 2) + _
2xD(f, y)*D(f, x)*D(f, [x ,y1))/D(£f, y)~3

11



3.1 Punkt a
f := xxexp(y) -y + 1

(66) re!—y+1
dy (£)

eV
(67) Crev—1
d2y (£)

x e¥d — 2 e¥?
w3 evd —3a2ev?+3xev—1

(68)

3.2 Punktb

f :=x72 + y72 - 3*xxy

(69) y? — 3z y+a?
dy (£)

3y—2«x
7 A
(70) 2y—-3«x
d2y (f)

10 42 — 30 z y + 10 22

71
(71) 8y —36 x y?+54 22 y—27 23

3.3 Punkt c
f:=x-y3+ expx) - exp(y)

(72) —eV+e" —y+x
Tu f ma postaé u(x) —u(y) z u(z) = exp(x) + x. Jako ze u jest monoto-
niczna to mamy y = x, co ma pochodng réwna 1 i druga pochodna 0. Nizej

patrzymy co daja wzory:

dy (£)

12



e +1
eY +1

(73)

Poréwnujemy z jawnym rozwigzaniem

eval(h, y = x)
(74) 1
d2y (f)

e® e¥2 4 (_exz . 1) oY+ et

(75) e¥3 +3 ev2+3 eV +1

Poréwnujemy z jawnym rozwigzaniem

eval(h, y = x)
(76) 0

4 Zadanie 4

Ekstrmum lokalne funkcji uwikltanej y(x) spelniajacej f(z,y) = 0 jest tez
ektremum lokalnym gy przy warynku f = 0. Jeéli pochodna po f po y jest
niezerowa, czyli jesli da sie uzy¢ twierdzenie o funkci uwiklanej, to da sie tez
uzy¢ metode mnoznikow Lagrange’a, co pozwala wyznaczy¢ punkty podej-
rzane o ekstremum lokalne.

4.1 Punkt a

f :=3x"2 + y72 + 4dxy - xky - 2%x

(77) Y4+ (—z+4) y+22 -2z

Do metody mnoznikéw Lagrange’a potrzebujemy gradient f, sktadowe gra-
dientu podstawiamy pod zmienne dfx i dfy.

dfx := D(f, x)
(78) —y+2x—2
dfy := D(f, y)

13



(79) 2y—z+4

Potrzebujemy tez gradient y czyli (0, 1), stad réwnanie Vy—AV f uprasz-
cza sie do (0,1) — AV f, co piszac 1 zamiast A programujemy jako

eqs := [f, -1xdfx, 1 - 1xdfy]

(80)
[y2—|—(—a:+4) y+at—2x ly—21lz+21, —21y+lw—4l+1}
Funkcja solve rozwiazuje uktad réwnan:

solve(eqgs)
(81) ly=81-2o=41,122-1=0||

Widaé ze sa dwa rozwiaznie rzeczywiste odpowiadajace A = £1/1/12. Nasze
rownanie jest kwadratowe ze wzgledu na y, liczac delte wida¢ ze nie ma roz-
wiazan dla duzych z. A wiec zbidr rozwiazan jest ograniczony (i oczywiscie
domkniety) a wiec zwarty, czyli maksimum i minimum jest osiegniete. Jako
ze mamy dwa punkty podejrzane, to jeden jest minimum a drugi maksimum.
Liczac wartosci moznaby sprawdzi¢ ktéry jest maksimum.

4.2 Punkt b
f :=x"3 + y"3 - 12kx*y

(82) Y —12xy + a3

dfx := D(f, x)

(83) —12 y + 3 2?

dfy := D(f, y)

(84) 3y —12z

eqs := [f, -1*xdfx, 1 - 1xdfy]

(85) {y3—12my+x3,12ly—3lx2,—3ly2+12lm+1}
solve(eqgs)

(86) [y =3841, o =18432 12, 221184 1 — 1 = (||

Tym razem tylko jedna warto$é¢ X jest rzeczywista. Mozna sprawdzié¢ ze dla
x dazacego do oo wartosci y daza do —oo. Podobnie dla x dazacego do —oo
wartosci y daza do co. A wiec y jest nieograniczone, gdyby bylo ektremum
lokalne, to bytoby tez drugie. Skoro jest tylko jeden punk podejrzany, to jest
on punktem przegiecia.
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4.3 Punkt c

f := (1/2)*log(x"2 + y~2) - atan(y/x)
dfx := D(f, x)

dfy := D(f, y)
(87) log (y* + 2?) - 2 arctan (¥)
"
»

Zestawiamy réwnania:

eqs := [f, -1xdfx, 1 - 1xdfy]

log (y* +a?) —2arctan (4) —ly—la > —ly+a®+la
2 Loyttt y? + 22

(90)

Tym razem réwnania zawieraja funkcje przestepne, ale mozana je uproscic.
Mianowicie, w drugim rownaniu albo x +y = 0 albo Il = 0, ale | = 0
oznacza ze trzecie réwnanie nie jest spelnione, wiec x +y = 0, czyli y = —=x.
Podstawiamy to za y:

[eval(fi, [y = -x]) for fi in eqgs]

(91)

2log (2 22) + 7 x+1
4 x

solve(%(1), x)

/2 2]
T s
e?2

92 = = Ye2

Geomentrycznie rownanie opisuje fragment spirali logarytmicznej skad wi-
daé ze jest maksimum i minimum lokalne.
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5 Zadanie 5

Nasze f jest symetryczne wzgledem zamiany = z y wiec by znalezé a wystar-
czy znalezé¢ maksimum i minimum y. Podadto wida¢ ze zbior rozwiazan jest
zwarty, czyli ekstrema istnieja. Jak poprzednia stosujemy metode mnozni-
kéw Lagrange’a:

f :=x74 + y"4 - Okx*y
dfx := D(f, x)
dfy := D(f, y)
eqs := [f, -1xdfx, 1 - 1xdfy]
(93) yt =9z y+at
(94) 9y +4ad
(95) 4y -9z
(96) [y4—9xy+x4,91y—4lx3,—4ly3—|—9lx—|—1]
solve(eqgs)
(97)
129140163 1° 94143178827 I
Hy = 5 , T = 5 , 847288609443 I8 —1 = OH

Réwnanie na A ma dwa pierwastki rzeczywiste, +(3)72%/8. Daje to y =
+3%/2 gdzie b = 17 — 5(—25/8) = 261/8. Oczywiécie wartoéé z plusem to
maksimum a z minusem to minimum, za$ a = 3°/2.
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