
Analiza matematyczna 1B, Lista 1

Zadania 16-19 s¡ na konwersatorium.
1. Poka», »e
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)
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)
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2. Udowodnij ze dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 1 zachodzi nierówno±¢
(
2n
n

)
<

4n.
3. Dla k + l +m = m symbol trójmianowy
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)
=
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.

Poka» »e dla x, y, z ∈ R i naturalnego n zachodzi nast¦puj¡cy wzór:

(x+ y + z)n =

n∑
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n−k∑
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(
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)
xkylzn−k−l.

4. Uporz¡dkuj rosn¡co nast¦puj¡ce liczby:(
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5. Uzasadnij »e
(
n
k

)
jest liczb¡ caªkowit¡ (we wzorze wyst¦puje dzielenie!).

6. Udowodnij indukcyjnie »e:
∑n

k=1 k
2 = n(n+1)(2n+1)

6 , 3|n3 − n,
2n + 25 > 10n.
7. Dla zdania T (n) zachodz¡ implikacje T (n) =⇒ T (n + 7) i T (n + 5) =⇒
T (n). Ponadto zachodzi T (0). Poka» »e T (n) zachodzi dla dowolnego n.
8. Dla a, b ∈ R wyprowad¹ równo±¢:

an+1 − bn+1 = (a− b)

n∑
k=0

akbn−k.

9. Udowodnij nierówno±ci:

1− a ≤ 1

1 + a
≤ 1− a

1 + a
.

10. Udowodnij nierówno±¢:
n∑

k=1

1√
k
>
√
n.

11. Pokaza¢ »e dla wymiernych a, b, c, d z równio±ci a + b
√
2 = c +

√
d wynika

a = c i b = d.
12. Które z nast¦puj¡cych liczb s¡ niewymierne: 7+4

√
3,
√

7 + 4
√
3,
√
7 + 4

√
3−√

3.
13. Które z poni»szych zbiorów s¡ ograniczone z góry: {sin(n) : n naturalne},
{5 − x3 : x ∈ R}, {x2 + x + 7 : x ∈ R,−1000 < x < 1000}, { 1x : x ∈ R, x < 0},
{ 1x : x ∈ R, x < 1}, { 1

1+x2 : x ∈ R}.
14. Wyznaczy¢ kres górny zbioru A = { n

2n : n naturalne}
15. Wyznaczy¢ kres górny zbioru A = { k

m : k i m caªkowite, m 6= 0, k/m < 1}
16. Udowodnij nierówno±¢ Bernoulli'ego

n∏
k=1

(1 + xk) ≥ 1 +

n∑
k=1

xk

1



dla xk tego samego znaku, takich »e xk ≥ −1. Wywnioskowa¢ st¡d »e (1+x)n ≥
1 + nx dla x ≥ 1.
17. Pokaza¢ »e

y4 − 2xy3 + 3x2y2 − 2x3y + x4

x2y2
≥ 1.

18. Funkcja g okre±lona na zbiorze liczb naturalnych i przyjmuj¡ca warto±ci
naturalne jest rosn¡ca, tzn. g(n + 1) > g(n) i dla n niepodzielnych przez 3
zachodzi g(3n) = 3g(n). Ponadto g(3) = 3. Pokaza¢ »e g(n) = n dla ka»dego
naturalnego n.
19. Wyznaczy¢ kres górny zbioru A = { 1x :x > 1}.
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