
Analiza matematyczna 1B, Lista 10

1. Indukcyjnie poka» »e je±li f(y) jest n-krotnie ró»niczkowalne w g(x0) i g(x)
jest n-krotnie ró»niczkowalne w x0 to f ◦ g jest n-krotnie ró»niczkowalne w x0.
2. Indukcyjnie poka» »e je±li f(x) jest n-krotnie ró»niczkowalne w x0, n > 1 i
f ′(x0) 6= 0 (co jak wiemy oznacza »e w pewnym otoczeniu x0 funkcja f posiada
funkcj¦ odwrotn¡) to funkcja odwrotna do f jest n-krotnie ró»niczkowalna w
y0 = f(x0). Podaj wzór na drug¡ pochodn¡ funkcji odwrotnej.

3. Niech funkcja f b¦dzie ró»niczkowalna w punkcie x. Oblicz limh→0
f(x+h)−f(x−h)

2h
(t¡ granic¦ nazywamy pochodn¡ symetryczn¡). Podaj przykªad funkcji która
nie jest ró»niczkowalna w x, ale powy»sza granica istnieje.
4. Niech funkcja f b¦dzie dwukrotnie ró»niczkowalna w punkcie x. Oblicz

limh→0
f(x+h)+f(x−h)−2f(x)

h2 . Podaj przykªad funkcji która nie jest ró»niczko-
walna w x, ale powy»sza granica istnieje.
5. Niech a b¦dzie ustalone. Bazuj¡c na wzorze Taylora dla exp i log oblicz
limt→∞(1 + a

t )
t.

6. Które z poni»szych granic daje si¦ obliczy¢ przy pomocy requª l'Hospitala:

limx→∞
x

x+sin(x) , limx→∞
log(x)

x , limx→∞
exp(
√

log(x)2+1)

x , limx→0
sin(x)

x , limx→0
sin(x)
x(1−x) ,

limx→0
sin(x)−x

x3 .
7. Niech funkcja f b¦dzie ró»niczkowalna na caªej prostej i speªnia f ′(x) = bf(x)
dla pewnej staªej b. Poka» »e f(x) = c exp(bx) dla pewnej staªej c. Wskazówka:
zró»niczkuj exp(−bx)f(x).
8. Przypominam »e prost¡ o przedstawieniu parametrycznym x(t) = at + b,
y(t) = ct+ d nazywamy asymptot¡ f je±li limt→∞ d(Wf , (x(t), y(t))) = 0 gdzie

d(Wf , (x, y)) = infz d((z, f(z)), (x, y) = infz
√

(z − x)2 + (f(z)− y)2 jest odle-
gªo±ci¡ do wykresu f . Poka» »e nachylenie b

a asymptoty poziomej lub uko±nej

w plus niesko«czono±ci to limx→∞
f(x)
x . Jak to zmody�kowa¢ dla asymptoty w

minus niesko«czono±ci?
9. Zakªadamy »e f i g maj¡ asymptot¦ poziom¡ lub uko±n¡ w plus niesko«-
czono±ci. Poka» »e jest to ta sama asymptota wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
c > 0 takie »e limx→∞ f(x)− g(cx) = 0.
10. Niech f b¦dzie ci¡gla na przedziale (x, x+h). Uzasadnij »e je±li lim supx→x+ f(x) =
∞ lub lim supx→x+ f(x) = −∞, to »e f ma asymptot¦ pionow¡ przechodz¡c¡
przez x. Poka» na przykªadzie »e dla funkcji nieci¡gªej limx→x+ f(x) = ∞ nie

implikuje istnienia asymptoty. Sprawd¹ co powy»sze mówi o f(x) = sin(1/x)
x .

11. Funkcja f jest ci¡gªa w otoczeniu punktu x0 i ró»niczkowalna poza x0.
Poka», »e je±li istnieje lim→x0 f

′(x), to f jest ró»niczkowalna w x0 i f ′ jest
ci¡gªa w x0.
12. Zakªadamy »e a < b, f i g ró»niczkowalne na (a, b) i ci¡gªe na [a, b], Ponadto
wiemy »e f(a) = g(a), f ′(x) ≤ g′(x) dla x ∈ (a, b) i istnieje x ∈ (a.b) taki »e
f ′(x) < g′(x). Uzasadnij »e f(b) < g(b).
13. Dla dowolnego n wylicz wzór (rozwini¦cie) Taylora rz¦du n dla f(x) = 1

x i
f(x) = log(x) w x0 = 1 (chodzi o jawn¡ posta¢ wspóªczynników).
14. Przy pomocy rozwini¦¢ Taylora oblicz nast¦puj¡ce granice:

lim
→0

cos(x)− exp(−x
2

2 )

x4
,

lim
→0

cos(sin(x))− cos(sinh(x))

x4
,

1



lim
→0

cos(sin(x)− x)− 1

cos(sinh(x)− x)− 1
,

lim
→∞

x
3
2 (
√
x+ 1 +

√
x− 1− 2

√
x).

15. Oszacuj z góry maksymalny bª¡d przybli»e« na podanych przedziaªach

sin(x) ≈ x− x3

6 na [− 1
2 ,

1
2 ], tan(x) ≈ x+

x3

3 na [− 1
5 ,

1
5 ], exp(x) ≈ 1 + x+ x2

2 na
[− 1

10 , 0].
16. Bazuj¡c na tym »e log jest funkcj¡ wkl¦sª¡ poka» nierówno±ci 1

x+1 < log(x+

1)− log(x) < 1
x . U»yj ich do pokaznia »e ci¡g an =

∑n
k=1

1
k − log(n) jest rosn¡cy

i ograniczony wi¦c ma granic¦ (granica to staªa γ Eulera-Mascheroniego).
17. Dane s¡ funkcje f i g ró»niczkowalne n razy w punkcie x. Udowodnij, »e

(fg)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x).

18. Niech f b¦dzie funkcj¡ wypukª¡ na przedziale (a, b). Poka» »e przy ustalo-

nym x0 ∈ (a, b) iloraz ró»nicowy f(x)−f(x0)
x−x0

jest niemalej¡c¡ funkcj¡ x na (x0, b).
Poka» analogiczn¡ wªasno±¢ dla x ∈ (a, x0). Wywnioskuj st¡d »e f ma jedno-
stronne pochodne dla ka»dego x0 ∈ (a, b).
19. Prost¡ p nazywamy prost¡ podpieraj¡c¡ dla f w punkcie x0 je±li (x0, f(x0)) ∈
p za± pozostaªe punkty wykresu f le»¡ powy»ej p. Bazuj¡c na wyniku poprzed-
niego zadania poka» »e dla funkcja wypukªej f zde�niowanej na przedziale (a, b)
i dowolnego x0 istnieje prosta podpieraj¡ca w x0. Znajd¹ proste podpieraj¡ce
dla f(x) = |x|+ exp(x) w x0 = 0.
20. Bazuj¡c na poprzednim zadaniu poka» »e funkcja f zde�niowana na prze-
dziale (a, b) jest wypukªa wtedy i tylko wtedy gdy w dowolnym x0 ∈ (a, b)
istnieje prosta podpieraj¡ca dla f . Wywnioskuj st¡d »e funkcja f jest wypu-
kªa wtedy i tylko wtedy gdy jest ona supremum pewnej rodziny funkcji lino-
wych (dokªadniej a�nicznych): f(x) = supg∈L g(x) gdzie ka»de z g jest postaci
g(x) = cx+d. Wskazówka: prosta podpieraj¡ca jest wykresem funkcji a�nicznej.
21. Niech f b¦dzie funkcj¡ wypukª¡ na (a, b). Udowodnij nierówno±¢ Jensena:

f(

n∑
i=1

αixi) ≤
n∑

i=1

αif(xi)

gdzie xi ∈ (a, b), αi ∈ [0, 1],
∑n

i=1 αi = 1. Wskazówka: u»yj prost¡ podpieraj¡c¡
w
∑n

i=1 αixi.
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