Analiza matematyczna 1B, Lista 10
1. Indukcyjnie pokaz ze jesli f(y) jest n-krotnie rozniczkowalne w g(xo) i g(z)
jest n-krotnie rézniczkowalne w xg to f o g jest n-krotnie rozniczkowalne w xg.
2. Indukcyjnie pokaz ze jesli f(z) jest n-krotnie rézniczkowalne w xg, n > 11
f'(zo) # 0 (co jak wiemy oznacza ze w pewnym otoczeniu xo funkcja f posiada
funkcje odwrotna) to funkcja odwrotna do f jest n-krotnie rézniczkowalna w
yo = f(xo). Podaj wzér na druga pochodna funkeji odwrotne;j.
3. Niech funkcja f bedzie rézniczkowalna w punkcie . Oblicz limy W
(ta granice nazywamy pochodna symetryczng). Podaj przykitad funkcji ktora
nie jest rézniczkowalna w x, ale powyzsza granica istnieje.
4. Niech funkcja f bedzie dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie x. Oblicz
limy, _,q f(m+h')+f(,f;_h)_2f(m). Podaj przyktad funkcji ktora nie jest rézniczko-
walna w x, ale powyzsza granica istnieje.
5. Niech a bedzie ustalone. Bazujac na wzorze Taylora dla exp i log oblicz
hmt_mo(l + %)t.
6. Ktore z ponizszych granic daje sie obliczy¢ przy pomocy requl I’Hospitala:

log(z) exp(y/log(x)2+1)

sin(x)

M; limg 0 z(1-z)°

limg o0 ZFsin(z)’ limg o0 yimg oo , limg s

7. Niech funkcja f bedzie rézniczkowalna na calej prostej i spetnia f'(x) = bf(x)
dla pewnej statej b. Pokaz ze f(x) = cexp(bx) dla pewnej statej c. Wskazowka:
zrozniczkuj exp(—bx) f(x).

8. Przypominam ze prosta o przedstawieniu parametrycznym xz(t) = at + b,
y(t) = ¢t + d nazywamy asymptotq f jesli limy s o0 d(Wf ( (t),y(t)) =0 gdzie
d(Wy, (z,y)) = inf, d((z, f(2)), (z,y) = inf, \/ (z —x)2+ (f(2) — y)? jest odle-
glodcia do wykresu f. Pokaz ze nachyleme - asymptoty poziomej lub uko$nej
w plus nieskoriczonosci to lim, o % Jak to zmodyfikowaé dla asymptoty w
minus nieskonczonogci?

9. Zakladamy ze f i ¢ maja asymptote poziomg lub uko$ng w plus nieskon-
czono$ci. Pokaz ze jest to ta sama asymptota wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
¢ > 0 takie ze lim; 00 f(x) — g(cx) = 0.

10. Niech f bedzie ciagla na przedziale (x, z+h). Uzasadnij ze jesli limsup,_,,, f(x) =

oo lub limsup, _,,, f(z) = —oo, to ze f ma asymptote pionowa przechodzaca
przez x. Pokaz na przykladzie ze dla funkcji nieciaglej lim, .+ f(z) = oo nie
sin(1/x)

implikuje istnienia asymptoty. SprawdZ co powyzsze méwi o f(x) = =
11. Funkcja f jest ciggta w otoczeniu punktu zg i rézniczkowalna poza x.
Pokaz, 7e jesli istnieje lim_,,, f/(x), to f jest rézniczkowalna w xo i f jest
ciagta w xg.
12. Zakladamy 7e a < b, f i g rozniczkowalne na (a, b) i ciagte na [a, b], Ponadto
wiemy ze f(a) = g(a), f'(x) < ¢'(z) dla z € (a,b) i istnieje = € (a.b) taki ze
f'(z) < ¢'(z). Uzasadnij ze f(b) < g(b).
13. Dla dowolnego n wylicz wzér (rozwiniecie) Taylora rzedu n dla f(z) = 1 i
f(x) =log(x) w ¢ = 1 (chodzi o jawna posta¢ wspotczynnikow).
14. Przy pomocy rozwinie¢ Taylora oblicz nastepujace granice:
. cos(z) —exp( 7212)
lim T
—0 X

b

lim cos(sin(z)) — cos(sinh(x))
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cos(sin(z) —x) — 1
0 cos(sinh(z) —x) — 1’

lim x%(\/x +1+Vr—1-2Vx).
— 00

15. Oszacuj z géry maksymalny blad przyblizen na podanych przedziatach
3 3 2
sin(z) ¥z — % na [-31, 3], tan(z) ®  + % na [-3, 1], exp(z) & 1 + v+ % na

[ 110 ) O]
16. Bazujac na tym ze log jest funkcjg wklesta pokaz nieréwnoéci —+ < log(z+

1) —log(x) < 1. Uzyj ich do pokaznia ze ciag a, = > p_; k —log(n ) Jest rosnacy
i ograniczony WIQC ma granice (granica to stala «y Eulera-Mascheroniego).
17. Dane sa funkcje f i g rézniczkowalne n razy w punkcie z. Udowodnij, ze

(F9)™ =" (’,;‘) F9 @)g " (@),

k=0

18. Niech f bedzie funkcja wypukla na przedziale (a,b). Pokaz ze przy ustalo-
nym xg € (a,b) iloraz réznicowy M jest niemalejaca funkcja x na (zo, b).
Pokaz analogiczng wtasno$é dla z G (a xo). Wywnioskuj stad ze f ma jedno-
stronne pochodne dla kazdego zo € (a,b).

19. Prosta p nazywamy prosta podpierajaca dla f w punkcie xq jesli (xq, f(z0)) €
p za$ pozostate punkty wykresu f leza powyzej p. Bazujac na wyniku poprzed-
niego zadania pokaz ze dla funkcja wypuklej f zdefiniowanej na przedziale (a, b)
i dowolnego x istnieje prosta podpierajaca w xy. Znajdz proste podpierajace
dla f(z) = |z| + exp(z) w 29 = 0.

20. Bazujac na poprzednim zadaniu pokaz ze funkcja f zdefiniowana na prze-
dziale (a,b) jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy w dowolnym zy € (a,b)
istnieje prosta podpierajaca dla f. Wywnioskuj stad ze funkcja f jest wypu-
kta wtedy i tylko wtedy gdy jest ona supremum pewnej rodziny funkcji lino-
wych (dokladniej afinicznych): f(z) = sup,c g(z) gdzie kazde z g jest postaci
g(x) = cx+d. Wskazowka: prosta podpierajaca jest wykresem funkcji afinicznej.
21. Niech f bedzie funkcja wypukla na (a,b). Udowodnij nieréwnosé¢ Jensena:

f(z iz;) < Z i f(xi)

gdzie z; € (a,b), o; € [0,1], >0 | o = 1. Wskazoéwka: uzyj prosta podpierajaca
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