
Analiza matematyczna 1B, Lista 11
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Wskazówka: Zró»niczkuj dwa razy wzór dwumianowy Newtona wzgl¦dem x i
podstaw (1− x) za y.
2. Niech ε > 0, δ > 0 i caªkowite n > 0 b¦d¡ ustalone. Zakªadamy »e h =
b−a
n < δ i »e f jest funkcj¡ tak¡ »e dla x, y ∈ [a, b] z |x − y| < δ wynika »e
|f(x)−f(y)| < ε. Niech xk = a+kh dla k = 0, . . . , n. Funkcja g jest zde�niowana
tak »e dla x = xk mamy f(x) = g(x), za± pomi¦dzy kolejnymi xk funkcja g jest
liniowa (tak¡ funkcj¦ nazywamy kawaªkami liniow¡). Innymi sªowy, wykres g jest
sum¡ odcinków do pk = (xk, f(xk)) do pk+1 = (xk+1, f(xk+1)). Uzasadnij »e
|f(x)− g(x)| < ε dla x ∈ [a, b]. Wywnioskuj st¡d »e funkcj¦ ci¡gª¡ na przedziale
domkni¦tym mo»na z dowoln¡ dokªadno±ci¡ przybli»a¢ funkcjami kawaªkami
liniowymi.
3. Oblicz granic¦
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Wskazówka: U»yj nierówno±ci dla logarytmu z zadania 16 listy 10.
4. Kwadrat domkni¦ty K = [0, 1] × [0, 1] = {(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 1} jest sum¡
pewnej rodziny A = {Pα} prostok¡tów otwartych gdzie Pα = (aα, bα)×(cα, dα).
Niech x b¦dzie ustalone. Uzasadnij »e instnieje ε > 0 i sko«czona rodzina
prostok¡tów Ax,ε ⊂ A taka »e (x− ε, x+ ε)× [0, 1] ⊂

∑
Pα∈Ax,ε Pα. Wywnioskuj

st¡d analog lematu Borela dla kwadratu.
5. Podaj przykªad rodziny A odcinków której sum¡ jest odcinek [0, 1], takiej »e
dokªadnie jeden odcinek z rodziny A jest domkni¦ty za± pozostaªe s¡ otwarte
i po usuni¦ciu dowolnego odcinka z rodziny A suma pozostaªych odcinków nie
zawiera odcinka [0, 1].
6. Zbadaj jednostajn¡ zbie»no±¢ ci¡gów funkcyjnych fn(x) = xn(1 − xn) na
[0, 1], fn(x) =

1
nx na (0, 1], fn(x) =

∑n
k=1 sin(

x
k2 ) na (−∞,∞).

7. Podaj przykªad ci¡gu funkcji ró»niczowalnych fn i f takich »e fn d¡»y jedno-
stajnie do f , ale pochodne f ′n nie s¡ zbie»ne nawet punktowo. Podobnie, podaj
przykªad gdzie funkcje s¡ zbie»nie jednostajnie, pochodne s¡ zbie»ne punktowo,
lecz nie jednostajnie.
8. Uzasadnij nierówno±¢

(x+ y)α ≤ xα + yα

dla x, y > 0 i 0 ≤ α ≤ 1. U»yj j¡ do sprawdzenia z de�nicji »e dla 0 ≤ α ≤ 1.
funkcja f(x) = xα jest jednostajnie ci¡gªa na [0,∞).
9. Udowodnij, »e funkcja f ci¡gªa na (−∞,∞) i maj¡ca granice liczbowe w
niesko«czono±ci jest jednostajnie ci¡gªa.
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10. Które z poni»szych funkcji s¡ jednostajnie ci¡gªe na (−∞,∞): f(x) =
|x| exp(−|x|), f(x) = x2, f(x) = x ∗ sin(

√
|x|), f(x) = x ∗ cos( 1√

|x|
) dla x 6= 0,

f(0) = 0, f(x) = sin x3

1+x2 , f(x) = exp(−x) sin(exp(x)), f(x) = x exp(−x) sin(exp(x)).
11. Zakªadamy »e f jest dwukrotnie ró»niczkowalna na przedziale (a, b) i »e
f ′′(x) > M dla x ∈ (a, b). Uzasadnij »e dla dowolnego x, t ∈ (a, b) zachodzi
nierówno±¢ f(x) ≥ f(y) + (x− y)f ′(y) +M(x− y)2/2.
12. Sprawd¹ »e gdy f jest wielomianem stopnia co najwy»ej 1 to dla n ≤ 1
zachodzi równo±¢ f(x) = Bn(f, x) gdzie Bn(f, x) =

∑n
k=0

(
n
k

)
f(kx )x

k(1− x)n−k
jest n-tym wielomianem Bernsteina dla f . Uzasadnij »e gdy f jest wielomia-
nem stopnia co najwy»ej 2 to pn(x) = Bn(f, x) jest wielomianem stopnia co
najwy»ej 2. Podaj przykªad »e równo±¢ f(x) = Bn(f, x) nie musi zachodzi¢ dla
wielomianów stopnia d dla d ≥ 2 i n ≥ d.
13. Zakªadamy »e f ci¡gªa na [0, 1], dwukrotnie ró»niczkowalna na (0, 1) i »e
f ′′(x) > M dla x ∈ (0, 1). Uzadadnij »e f(1/2)−Bn(f, 1/2) ≤ −M8n .
Komentarz: Oznacza to »e wielomiany Bernsteina dla f zbiegaj¡ do±¢ powoli
do f , cz¦sto mo»na znale¹¢ wielomiany daj¡ce du»o lepsze przybli»enia.
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