Analiza matematyczna 1B, Lista 11
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Wywnioskuj stad ze
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Wskazowka: Zrozniczkuj dwa razy wzor dwumianowy Newtona wzgledem zx i
podstaw (1 — z) za y.

2. Niech ¢ > 0, 6 > 0 i calkowite n > 0 beda ustalone. Zakladamy ze h =
b*T“ < 01ize f jest funkcja taka ze dla z,y € [a,b] z |z — y| < § wynika ze
|f(x)—f(y)| < e. Niechzy = a+khdlak =0,...,n. Funkcja g jest zdefiniowana
tak ze dla =z, mamy f(z) = g(x), za$ pomiedzy kolejnymi z funkcja g jest
liniowa (taka funkcje nazywamy kawatkami liniowa). Innymi stowy, wykres g jest
suma odcinkow do pr = (zk, f(zx)) do pr+1 = (Trt1, f(zr41)). Uzasadnij ze
|f(x)—g(x)] < e dla x € [a,b]. Wywnioskuj stad ze funkcje ciagla na przedziale
domknietym mozna z dowolna doktadnoscia przyblizaé¢ funkcjami kawaltkami
liniowymi.

3. Oblicz granice

2n 1
Jm >y
Wskazowka: Uzyj nieréwnodci dla logarytmu z zadania 16 listy 10.
4. Kwadrat domkniety K = [0,1] x [0,1] = {(z,y) : 0 < x,y < 1} jest suma
pewnej rodziny A = {P, } prostokatow otwartych gdzie P, = (aq,ba) X (Ca, da)-
Niech x bedzie ustalone. Uzasadnij ze instnieje ¢ > 0 i skoniczona rodzina
prostokatow A . C A taka ze (z—e,x+€) x[0,1] C > p c4,  Pa. Wywnioskuj
stad analog lematu Borela dla kwadratu.
5. Podaj przyktad rodziny A odcinkéw ktorej suma jest odcinek [0, 1], takiej ze
doktadnie jeden odcinek z rodziny A jest domkniety za$§ pozostale sa otwarte
i po usunieciu dowolnego odcinka z rodziny A suma pozostalych odcinkdéw nie
zawiera odcinka [0, 1].
6. Zbadaj jednostajna zbieznosé ciggéow funkcyjnych f,(x) = 2™(1 — z™) na
0,1], fu(@) = & na (0,1], fule) = p_, sin(%) na (~o0,00).
7. Podaj przyktad ciagu funkcji rézniczowalnych f, i f takich ze f,, dazy jedno-
stajnie do f, ale pochodne f/ nie sa zbiezne nawet punktowo. Podobnie, podaj
przyktad gdzie funkcje sg zbieznie jednostajnie, pochodne sa zbiezne punktowo,
lecz nie jednostajnie.
8. Uzasadnij nier6wnosé
(z+y)* <2 +y°

dla z,y > 010 < a < 1. Uzyj ja do sprawdzenia z definicji ze dla 0 < a < 1.
funkcja f(x) = 2 jest jednostajnie ciagta na [0, c0).

9. Udowodnij, ze funkcja f ciagla na (—oo,00) i majaca granice liczbowe w
nieskoniczonosci jest jednostajnie ciggla.



10. Ktore z ponizszych funkcji sa jednostajnie ciagte na (—oo,00): f(z) =

|z exp(—|z]), f(z) = 22, f(z) = z xsin(y/]z]), f(z) =z * cos(\/lm) dla z # 0,

F(0) =0, f(w) = 3§22, f(x) = exp(—z) sin(exp(x)), f(z) = z exp(—z) sin(exp(x)).
11. Zakladamy ze f jest dwukrotnie rozniczkowalna na przedziale (a,b) i zZe
f"(x) > M dla z € (a,b). Uzasadnij ze dla dowolnego z,t € (a,b) zachodzi
nier6wnosé f(x) > f(y) + (x — y) f'(y) + M(z — y)*/2.

12. Sprawdz ze gdy f jest wielomianem stopnia co najwyzej 1 to dlan < 1
zachodzi rownosé f(z) = B, (f,z) gdzie B, (f, ) = > p_o (1) f(£)zk (1 — z)"=Fk
jest n-tym wielomianem Bernsteina dla f. Uzasadnij ze gdy f jest wielomia-
nem stopnia co najwyzej 2 to p,(z) = Bn(f,z) jest wielomianem stopnia co
najwyzej 2. Podaj przyklad ze rownosé f(x) = B, (f, z) nie musi zachodzi¢ dla
wielomianéw stopnia d dlad>2in > d.

13. Zakladamy ze f ciagla na [0,1], dwukrotnie roézniczkowalna na (0,1) i ze
f"(z) > M dla z € (0,1). Uzadadnij ze f(1/2) — Bn(f,1/2) < ZM.
Komentarz: Oznacza to ze wielomiany Bernsteina dla f zbiegaja dosé¢ powoli
do f, czesto mozna znalez¢ wielomiany dajace duzo lepsze przyblizenia.




