
Analiza matematyczna 1B, Lista 12

1. Niech f(x) = (h1(x), h2(x)) b¦dzie zde�niowan¡ na wykªadzie funkcj¡ ci¡gª¡
odwzorowuj¡c¡ odcinek [0, 1] na kwadrat [0, 1] × [0, 1]. Uzasadnij nierówno±¢
|f(x) − f(y)| ≤ 3

√
5|x− y| (odznacza to »e f speªnia warunek Höldera z wy-

kªadnikiem 1
2 ).

Wskazówka: Rozpatrz maksymalne n takie »e istnieje k takie »e x, y ∈ ( k
9n ,

k+2
9n ).

2. Uzasadnij »e istnieje funkcja ci¡gªa odwzorowuj¡ca odcinek na sze±cian
[0, 1]× [0, 1]× [0, 1] speªniaj¡ca warunek Höldera z wykªadnikiem 1

3 .
3. Niech f(x) =

∑∞
k=0 3

−k sin(4kx). Uzasadnij »e f jest ci¡gªa, ale dla dowol-
nego rzeczywistego x nie istnieje pochodna f w x.
4. Niech f b¦dzie funkcj¡ z poprzedniego zadania. Uzasadnij »e f speªnia
warunek Höldera z wykªadnikiem log(3)/ log(4).
Wskazówka: Rozbij sum¦ na dwie cz¦±ci, jedn¡ z 4k < |x− y|, drug¡ z pozosta-
ªymi k. Pierwsz¡ cz¦±¢ oszacuj u»ywaj¡c pochodn¡.
5. Uzasadnij »e poni»sze szeregi s¡ bezwzgl¦dnie jednostajnie zbie»ne:

∑∞
n=1

1
x2+n2

dla x ∈ R,
∑∞

n=0
sin(n)
x+2n i

∑∞
n=0 x

2 exp(−nx) dla x ≥ 0.
6. Znajd¹ zbiór tych zespolonych z »e poni»szy szereg jest zbie»ny

∞∑
n=0

z

(1 + z2)n

Na których z poni»szych zbiorów ten szereg jest zbie»ny jednostajnie: A = {z :
|z| < 1}, B = {z : |z| >

√
2}, C = {z : |z| > 3}, D = {z : z = a + ib, a, b ∈

R, a > 1}.
7. Uzasadnij »e je±li szereg

∑∞
n=0 an jest zbie»ny, za± szereg

∑∞
n=0 bn−bn+1 jest

bezwzgl¦dnie zbie»ny to szereg
∑∞

n=0 anbb jest zbie»ny. Je±li an i bn s¡ szeregami
funkcyjnymi, szeregi

∑∞
n=0 an i

∑∞
n=0 |bn − bn+1| s¡ zbie»ne jednostajnie to∑∞

n=0 anbb jest zbie»ny jednostajnie.
8. Wyznacz zbiór A zespolonych z takich »e poni»sza granica istnieje

lim
n→∞

n∑
k=−n

1

z − k

Uzasadnij »e na A ta granica jest funkcj¡ ci¡gª¡. Podobnie dla

lim
n→∞

n∑
k=−n

n∑
l=−n

1

(z − k − il)3
.

9. Wyznacz zbiory zespolonych z takich »e poni»sze szeregi s¡ zbie»ne:
∑∞

k=0
1

z−k ,∑∞
k=0

(−1)k
z−k . Czy na obszarze zbie»no±ci szeregi te zadaj¡ funkcje ci¡gªe?

10. Uzasadnij »e dla x ∈ (0, π) szereg
∑∞

k=1
sin(kx)

k jest zbie»ny. Czy jest on
zbie»ny jednostajnie? Czy wyznacza on funkcj¦ ci¡gª¡?
11. Uzasadnij »e szereg

∑∞
k=1 sin(kx) sin(

x
k ) jest zbie»ny dla ka»dego x ∈

(−π, π). Czy jest on zbie»ny jednostanie na (−π, π)? Czy jest on zbie»ny
jednostanie na [−1, 1]? Czy suma jest funkcj¡ ci¡gª¡?

12. Uzasadnij »e szereg
∑∞

k=1
sin(k)√
k+x2

jest zbie»ny jednostajnie dla x ∈ R.
13. Które z podanych ni»ej szeregów s¡ bezwgl¦dnie zbie»ne:

∑∞
n=0

1
log(exp(n2−1)+5) ,∑∞

n=0 n exp(− log(n)2),
∑∞

n=0
sin(n)

n2−n+5 ,
∑∞

n=1 exp(− log(log(n))2 − 1
log(n) ).
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14. Poka», »e ci¡g (1 + x
n )

n exp(−2x) jest zbie»ny monotonicznie i jednostajnie
dla x ≥ 0.
15. Uzasadnij »e dla <(s) > 1 (gdzie <(s) oznacza cz¦±¢ rzeczywist¡ s) iloczyn∏

p(1 − 1/ps) gdzie p przebiega liczby pierwsze jest zbie»ny. Ponadto
∏

p(1 −
1/ps) =

∑∞
n=1

1
ns . Uzasadnij »e w podanym obszarze

∑∞
n=1

1
ns jest ró»ne od

zera.
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