Analiza matematyczna 1B, Lista 13

1. Bazujac na wzorze arctan’(z) = Tlmz wyznacz rozwiniecie arctan(z) w szereg
potegowy o §rodku w zerze. Jaki jest promien zbieznosci tego szeregu.

2. Oblicz sumy nastepujacych szeregow: > o (k + 2)(k + 1)zF, Y72  k22F
Wskazowka: zauwaz ze pierwszy szereg jest pochodng innego szeregu.

3. Znajdz a,, takie ze f(z) = Y " ;anz" jest zdefiniowane dla dowolnego z i
dla z # 0 spelia f'(z )—%

4. Niech f(z) i g(z) beda sumami szeregow potegowch o srodku w zerze. Uza-

sadnij ze jesli f(0) = 0, g(0) = 0 zas ¢’(0) # 0 to E;; rozwija sie z szereg
potegowy w pewnym otoczeniu zera.

5. Uzasadnij ze nastepujace szeregi mozna rézniczkowaé wyraz po wyrazie:
s epnet) (g 4 e R Y00 @) qla g e R, Y00 exp(na) dla R(z) <
0.5, L dla w(s) >

6. Uzasade 7€ nastquche funkcje rozwijaja sie w szereg potegowy o §rodku
w zerze: exp(tan(z)), log(cos(x)), log(1 + sin(x)), cos(sin(x)).

7. Ktore z ponizszych funkcji na R rozwijaja sie w szereg potegowy o srodku w
zerze: |z|, f(z) = 252 dlaz > 0i f(z) = —(—2)%? dlaz < 0, f(z) = cosh(y/z)
dlaz >01i f(z) = cos(v/—z) dla = < 0. Jesli rozwiniecie istnieje to je znajdz.
ol
pierwsze trzy niezerowe wyrazy rozwiniecia tan(z) w szereg potegowy wokot 0.
Poréwnaj to z metoda oparta na obliczaniu pochodnych.

9. Niech (a); = Hle(a + k). Dla a nie bedacego ujemna liczba catkowita
funkcje H, definujemy szeregiem

8. Bazujac na wzorze tan(z) =

i rozwinieciach sin(z) i cos(x) znajdz

)= 2 kl(a)x

Uzasadnij ze szereg ten jest zbiezny dla dowolnego zespolonego z i zachodza
rownosci (a+1)H. (2) = Hyr1(2), (2% Hy(2)) = az* 'H, y dlaa # 0, 2zH! (2)+
(a+1)H!(z) — Hy(2) = 0.
Komentarz. Jest to najprostsza funkcja hipergeometryczna, oznaczana czesto
VH(a,z2).
10. Niech H, bedzie funkcja zdefiniowna w poprzednim zadaniu za$ H, ,, bedzie
suma czedciowa z gorng granica n. Uzasadnij ze dla rzeczywistego a > 0ir >0
zachodzi rownosé

Ho(r) — Han(r) = |S?<p |Ha(2) — Ha,n(2)|
to znaczy ze blad popelniony zastepujac H,(z) przez H, »(z) dla z z kota {z :
|z| < r} jest oszacowany przez blad w punkcie r. Oszacuj n potrzebne do tego by
blqd popelniony zastepujac H (z) przez Hy ,,(2) dla z z |z < 3 nie przekroczyl

1000 Oszacuj sup|, <3 Hi ( ) z bledem nie przekraczajacym Tloo'

11. Uzasadnij ze szereg log(l +2) =1y % jest zbiezny dla z takich
ze |z| =1, za wyjatkiem z = —1.

12. Niech a,, bedzie ciggiem liczb zespolonych. Szereg postaci >, tn gdzie
s jest liczba zespolong nazywamy szeregiem Dirichleta. Pokaz, ze jesli szereg
Dirichleta jest zbiezny dla pewnego s = sg, to jest zbiezny bezwglednie dla
dowolnego s takiego ze R(s) > R(sg). Jesli a > R(sp) to zbieznos¢ jest jedno-
stajnia dla R(s) > «



