
Analiza matematyczna 1B, Lista 13

1. Bazuj¡c na wzorze arctan′(x) = 1
1+x2 wyznacz rozwini¦cie arctan(x) w szereg

pot¦gowy o ±rodku w zerze. Jaki jest promie« zbie»no±ci tego szeregu.

2. Oblicz sumy nast¦puj¡cych szeregów:
∑∞

k=0(k + 2)(k + 1)zk,
∑∞

k=0 k
2zk.

Wskazówka: zauwa» »e pierwszy szereg jest pochodn¡ innego szeregu.

3. Znajd¹ an takie »e f(z) =
∑∞

n=0 anz
n jest zde�niowane dla dowolnego z i

dla z 6= 0 speªnia f ′(z) = sin(z)
z .

4. Niech f(z) i g(z) b¦d¡ sumami szeregów pot¦gowch o ±rodku w zerze. Uza-

sadnij »e je±li f(0) = 0, g(0) = 0 za± g′(0) 6= 0 to
f(z)
g(z) rozwija si¦ z szereg

pot¦gowy w pewnym otoczeniu zera.

5. Uzasadnij »e nast¦puj¡ce szeregi mo»na ró»niczkowa¢ wyraz po wyrazie:∑∞
n=1

exp(−nx2)
n3 dla x ∈ R,

∑∞
n=1

exp(x/n)
n2 dla x ∈ R,

∑∞
n=0 exp(nx) dla <(x) <

0,
∑∞

n=1
1
ns dla <(s) > 1.

6. Uzasadnij »e nast¦puj¡ce funkcje rozwijaj¡ si¦ w szereg pot¦gowy o ±rodku

w zerze: exp(tan(x)), log(cos(x)), log(1 + sin(x)), cos(sin(x)).
7. Które z poni»szych funkcji na R rozwijaj¡ si¦ w szereg pot¦gowy o ±rodku w

zerze: |x|, f(x) = x5/2 dla x ≥ 0 i f(x) = −(−x)5/2 dla x < 0, f(x) = cosh(
√
x)

dla x ≥ 0 i f(x) = cos(
√
−x) dla x < 0. Je±li rozwini¦cie istnieje to je znajd¹.

8. Bazuj¡c na wzorze tan(x) = sin(x)
cos(x) , i rozwini¦ciach sin(x) i cos(x) znajd¹

pierwsze trzy niezerowe wyrazy rozwiniecia tan(x) w szereg pot¦gowy wokóª 0.
Porównaj to z metod¡ opart¡ na obliczaniu pochodnych.

9. Niech (a)k =
∏k

l=1(a + k). Dla a nie b¦d¡cego ujemn¡ liczb¡ caªkowit¡

funkcj¦ Ha de�nujemy szeregiem

Hn(z) =

∞∑
k=0

zk

k!(a)k

Uzasadnij »e szereg ten jest zbie»ny dla dowolnego zespolonego z i zachodz¡

równo±ci (a+1)H ′a(z) = Ha+1(z), (z
aHa(z))

′ = aza−1Ha−1 dla a 6= 0, zH ′′a (z)+
(a+ 1)H ′a(z)−Ha(z) = 0.
Komentarz. Jest to najprostsza funkcja hipergeometryczna, oznaczana cz¦sto
0
1H(a, z).
10. Niech Ha b¦dzie funkcj¡ zde�niown¡ w poprzednim zadaniu za± Ha,n b¦dzie

sum¡ cz¦±ciow¡ z górn¡ granic¡ n. Uzasadnij »e dla rzeczywistego a ≥ 0 i r > 0
zachodzi równo±¢

Ha(r)−Ha,n(r) = sup
|z|≤r

|Ha(z)−Ha,n(z)|

to znaczy »e bª¡d popeªniony zast¦puj¡c Ha(z) przez Ha,n(z) dla z z koªa {z :
|z| ≤ r} jest oszacowany przez bª¡d w punkcie r. Oszacuj n potrzebne do tego by

bª¡d popeªniony zast¦puj¡c H 1
2
(z) przez H 1

2 ,n
(z) dla z z |z| ≤ 3 nie przekroczyª

1
1000 . Oszacuj sup|z|≤3H 1

2
(z) z bª¦dem nie przekraczaj¡cym 1

1000 .

11. Uzasadnij »e szereg log(1 + z) =
∑∞

k=1
(−1)k+1zk

k jest zbie»ny dla z takich

»e |z| = 1, za wyj¡tkiem z = −1.
12. Niech an b¦dzie ci¡giem liczb zespolonych. Szereg postaci

∑∞
k=1

an

ns gdzie

s jest liczb¡ zespolon¡ nazywamy szeregiem Dirichleta. Poka», »e je±li szereg

Dirichleta jest zbie»ny dla pewnego s = s0, to jest zbie»ny bezwgl¦dnie dla

dowolnego s takiego »e <(s) > <(s0). Je±li α > <(s0) to zbie»no±¢ jest jedno-

stajnia dla <(s) ≥ α.
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