Analiza matematyczna 1B, Lista 14
1. Niech

H,(z) =
bedzie funkcja z zadania 9 listy 13. Uzasadnij ze dla n bedacego liczba naturalng
zachodzi nieréwnio$¢
[Hn(2)] < [2]7% exp(2v/]z]).

Wskazowka: Porownaj szereg H, (2122) 7 szeregiem podwojnym dla exp(y/]21]) exp(/]z2].
2. Niech w = ’HT“@ Wyznacz szereg f(wz) + f(w?z) dla f(z) = Y ooy 2",

J(2) = Y0

3. Wyznacz szereg f(z) + f(iz) + f(i%2) + f(i32) dla f(z) = log(1 + 2), f(2) =

cosh(z), f(z) = sinh(z).

4. Wyznacz najwieksze R takie ze f(z) = H% rozwija sie w szereg potegowy

na kole o promieniu R i srodku zg = 1 + i. Podobnie dla z; = 1.

Wskazowka: 1+ 22 = (1 +i2)(1 —iz).

5. Niech « € [1,2]. Uzasadnij ze ciag

1 n
— E kexp(iak)
n

k=0

jest ograniczony.
6. Niech

f(z) = lim (=L" H (z—k)

n—roo (nl)2

k=—n

Uzasadnij ze granica istnieje dla kazdego z € C. Przedstaw % jako szereg.

7. Niech f bedzie funkcja z poprzedniego zadania. Uzasadnij ze f(z) =
71“(—;)1“@) gdzie

8. Niech

bedzie pochodna logarytmiczng I'(z). Uzasadnij ze ¥(z + 1) = £ + ¢(z).

9. Uzasadnij ze z € (0,00) funkcja I'(x) przyjmuje wartosci rzeczywiste. Po-
nadto dla x € (0,1) jest ona malejaca, zas na (2,00) rosnaca. Na (1,2) funkcja
I" osiagga minimum.

10. Uzasadnij ze dla r € [0, 1) i naturalnego m zachodzi nieréwnos¢ >~ ; % <
log(1 — 7).

11. Uzasadnij ze ¢(z) = 1 — (1 — z) exp(z) rozwija sie w szereg potegowy o
wyrazach nieujemnych. Wywnioskuj stad ze |¢(z)| < |2|? dla |z| < 1.

12. Liczby Fibonacciego F;, sy zdefinowane rownosciami Fy = 1, F; = 1,
F, =F,_1+ F,_> dlan > 2. Niech h(z) = Y. F,2". Uzasadnij ze h(z) =
(z+2%)h(2)+1. Uzyj ta rownosé do wyznaczenia h(z) i podania jawnego wzoru
dla F,.



