
Analiza matematyczna 1B, Lista 14

1. Niech

Ha(z) =

∞∑
k=0

zk

k!(a)k

b¦dzie funkcj¡ z zadania 9 listy 13. Uzasadnij »e dla n b¦d¡cego liczb¡ naturaln¡

zachodzi nierównio±¢

|Hn(z)| ≤ |z|−n
2 exp(2

√
|z|).

Wskazówka: Porównaj szeregHn(z1z2) z szeregiem podwójnym dla exp(
√
|z1|) exp(

√
|z2|.

2. Niech ω = −1+i
√

3
2 . Wyznacz szereg f(ωz) + f(ω2z) dla f(z) =

∑∞
k=0 z

k,

f(z) =
∑∞

k=0
zk

k!
3. Wyznacz szereg f(z) + f(iz) + f(i2z) + f(i3z) dla f(z) = log(1 + z), f(z) =
cosh(z), f(z) = sinh(z).
4. Wyznacz najwi¦ksze R takie »e f(z) = 1

1+z2 rozwija si¦ w szereg pot¦gowy

na kole o promieniu R i ±rodku z0 = 1 + i. Podobnie dla z0 = 1.
Wskazówka: 1 + z2 = (1 + iz)(1− iz).
5. Niech α ∈ [1, 2]. Uzasadnij »e ci¡g

1

n

n∑
k=0

k exp(iαk)

jest ograniczony.

6. Niech

f(x) = lim
n→∞

(−1)n

(n!)2

n∏
k=−n

(z − k)

Uzasadnij »e granica istnieje dla ka»dego z ∈ C. Przedstaw f ′(z)
f(z) jako szereg.

7. Niech f b¦dzie funkcj¡ z poprzedniego zadania. Uzasadnij »e f(z) =
z

Γ(−z)Γ(z) gdzie

Γ(z) = lim
n→∞

nzn!∏n
k=0(z + k)

.

8. Niech

ψ(z) = −γ − 1

z
−
∞∑
k=1

(
1

z + k
− 1

k
)

b¦dzie pochodn¡ logarytmiczn¡ Γ(z). Uzasadnij »e ψ(z + 1) = 1
z + ψ(z).

9. Uzasadnij »e x ∈ (0,∞) funkcja Γ(x) przyjmuje warto±ci rzeczywiste. Po-

nadto dla x ∈ (0, 1) jest ona malej¡ca, za± na (2,∞) rosn¡ca. Na (1, 2) funkcja

Γ osi¡ga minimum.

10. Uzasadnij »e dla r ∈ [0, 1) i naturalnego m zachodzi nierówno±¢
∑m

k=1
rk

k ≤
log(1− r).
11. Uzasadnij »e φ(z) = 1 − (1 − z) exp(z) rozwija si¦ w szereg pot¦gowy o

wyrazach nieujemnych. Wywnioskuj st¡d »e |φ(z)| ≤ |z|2 dla |z| ≤ 1.
12. Liczby Fibonacciego Fn s¡ zde�nowane równo±ciami F0 = 1, F1 = 1,
Fn = Fn−1 + Fn−2 dla n ≥ 2. Niech h(z) =

∑∞
n=0 Fnz

n. Uzasadnij »e h(z) =
(z+z2)h(z)+1. U»yj t¡ równo±¢ do wyznaczenia h(z) i podania jawnego wzoru

dla Fn.
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