Analiza matematyczna 1B, Lista 2
1. Udowodnij ze limsupa, < supa,. Pokaz przyklad niestatego ciggu gdzie
zachodzi rownosé jak i taki ze nieré6wnosé jest ostra.
2. Udowodnij ze infa, < limsupa,. Pokaz przyklad niestalego ciagu gdzie
zachodzi réwno$é jak i taki ze nier6wnosé jest ostra.
3. Udowodnij ze jesli —oco < supa, < oo, to supa, + b, < supa, + supb,
(stosujemy tu konwencje ze suma nieskonczonosci i liczby rzeczywistej to nie-
skoniczono$é). Pokaz na przykltadzie ze nieréwno$é moze by¢ ostra.
4. Udowodnij ze jedli 0 < supa, < 0o, —o0 < supb, < oo, to supa,b, <
sup a,, sup b,. Pokaz na przyktadzie ze nieréwnosé moze by¢ ostra.
5. Udowodnij ze jedli 0 < limsup a,, < oo, —o0 < limsupb,, < oo, to

lim sup(a,by,) < limsup a, limsup b,,.

6. Podaj przyktady ciagéw a, i b, takich ze limsupa, = oo, limsupb, =

0 i limsup(apb,) = 0, limsup(a,b,) = 1, limsup(a,b,) = oo (razem trzy
przyktady, po jeduym na kazdy z wynikow).
7. Udowodnij ze dla niemalejacego ciagu a, zachodzi supa, = limsupa,.

Podobnie, dla nierosnacego ciggu a,, pokaz ze inf a,, = limsup a,.

8. Niech a,, = (=1)"/(n+1). Z definicji oblicz sup a,, inf a,, i limsup a,.

9. Niech a, = Z—H Pokaz ze ciag a, jest rosnacy, oblicz supa,, infa, i
lim sup a, .

10. Niech a,, = 5212 Pokaz ze ze ciag a,, jest malejacy, oblicz sup a,,, inf a,, i
lim sup a,.

11. O ciagu a, wiadomo ze ag = 1/2 i any1 = (1 + 2a,)/3. Udowodnij
indukcyjnie ze a,, jest rosnacy. Oblicz sup a,, inf a,, i limsup a,,.

12. Dane sa funkcje f(z) = max(l,—z — 1), g(x) = max(l,z — 1) gdzie
max(z,y) = sup{z,y} oznacza wicksza z liczb z i y. Pokaz ze sup,cp(f(z) +
9(x)) <sup,cp f(z) + sup,cp 9(2)

13. Udowodnij ze lim sup max(ay,, b,) = max(limsup a,, limsup b, ).

14. Udowodnij ze liminf max(ay,b,) > max(liminf a,,liminfb,). Pokaz na
przyktadzie ze nier6wno$¢ moze by¢ ostra.

15. Niech a,, = (1+1/n)" dlan =1,.... Pokaz Ze a,, jest rosnacy. Wskazowka:
uzyj wzoér dwumianowy i pokaz ze kazdy wyraz z osobna jest rosnacy.

16. Udowodnij nier6wnos¢:
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Yhoo Grie- Pokai ze supa, < 2. Wskazowka: i <



