
Analiza matematyczna 1B, Lista 2

1. Udowodnij »e lim sup an ≤ sup an. Poka» przykªad niestaªego ci¡gu gdzie
zachodzi równo±¢ jak i taki »e nierówno±¢ jest ostra.
2. Udowodnij »e inf an ≤ lim sup an. Poka» przykªad niestaªego ci¡gu gdzie
zachodzi równo±¢ jak i taki »e nierówno±¢ jest ostra.
3. Udowodnij »e je±li −∞ < sup an < ∞, to sup an + bn ≤ sup an + sup bn
(stosujemy tu konwencj¦ »e suma niesko«czono±ci i liczby rzeczywistej to nie-
sko«czono±¢). Poka» na przykªadzie »e nierówno±¢ mo»e by¢ ostra.
4. Udowodnij »e je±li 0 < sup an < ∞, −∞ < sup bn < ∞, to sup anbn ≤
sup an sup bn. Poka» na przykªadzie »e nierówno±¢ mo»e by¢ ostra.
5. Udowodnij »e je±li 0 < lim sup an <∞, −∞ < lim sup bn <∞, to

lim sup(anbn) ≤ lim sup an lim sup bn.

6. Podaj przykªady ci¡gów an i bn takich »e lim sup an = ∞, lim sup bn =
0 i lim sup(anbn) = 0, lim sup(anbn) = 1, lim sup(anbn) = ∞ (razem trzy
przykªady, po jednym na ka»dy z wyników).
7. Udowodnij »e dla niemalej¡cego ci¡gu an zachodzi sup an = lim sup an.
Podobnie, dla nierosn¡cego ci¡gu an poka» »e inf an = lim sup an.
8. Niech an = (−1)n/(n+ 1). Z de�nicji oblicz sup an, inf an i lim sup an.
9. Niech an = n−1

n+1 . Poka» »e ci¡g an jest rosn¡cy, oblicz sup an, inf an i
lim sup an.
10. Niech an = 2n+3

3n+2 . Poka» »e »e ci¡g an jest malej¡cy, oblicz sup an, inf an i
lim sup an.
11. O ci¡gu an wiadomo »e a0 = 1/2 i an+1 = (1 + 2an)/3. Udowodnij
indukcyjnie »e an jest rosn¡cy. Oblicz sup an, inf an i lim sup an.
12. Dane s¡ funkcje f(x) = max(1,−x − 1), g(x) = max(1, x − 1) gdzie
max(x, y) = sup{x, y} oznacza wi¦ksz¡ z liczb x i y. Poka» »e supx∈R(f(x) +
g(x)) < supx∈R f(x) + supx∈R g(x)
13. Udowodnij »e lim supmax(an, bn) = max(lim sup an, lim sup bn).
14. Udowodnij »e lim inf max(an, bn) ≥ max(lim inf an, lim inf bn). Poka» na
przykªadzie »e nierówno±¢ mo»e by¢ ostra.
15. Niech an = (1+1/n)n dla n = 1, . . . . Poka» »e an jest rosn¡cy. Wskazówka:
u»yj wzór dwumianowy i poka» »e ka»dy wyraz z osobna jest rosn¡cy.
16. Udowodnij nierówno±¢:
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Wywnioskuj st¡d nierówno±¢ Schwarza:
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