Analiza matematyczna 1B, Lista 4
Oblicz lim (3" + 5)%.

Oblicz limy, o0 [[1_, 27%.

Oblicz lim,, s ﬁ jako funkcje x € R.
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5. Udowodnij ze z kazdego ograniczonego ciagu liczb rzeczywistych mozna wy-
braé¢ podciag zbiezny.
6. Niech b, = n%rl ZZ:O ai- Udowodnij ze limsupb,, < limsupa,. Wywnio-
skuj stad ze jesli ciag a, jest zbiezny to zachodzi lima, = limb,. Pokaz na
przyktadzie ze a,, moze by¢ rozbiezny a b,, zbiezny.
7. Uzasanij ze jesli a, < b, oraz zaréwno a,, jak i b, jest zbiezne to lima, <
lim b,,. Pokaz ze lim max(a,, b,) = max(lim a,,, lim by).
8. Niech a > 0 bedzie ustalong liczba. zy > 0 jest dowolne, za§ pozostale
wyrazy ciagu x, s zdefiniowane wzorem z, 11 = 23” + 357 Uzasadnij ze ten
ciag jest zbiezny i oblicz jego granice. '
9. Niech a bedzie ustalong liczba dodatnia. Ciag z, definiujemy rekurencyjnie
wzorem Tni1 = on(2 — az,) (pozostale wyrazy zaleza od wyboru zg). Obli-
czyC Tyl — % w zaleznosci od x, — % Wyznaczy¢ zbiér tych xy dla ktérych
ciag x, jest zbiezny. Komentarz: Bazujac na tym zadaniu mozna sprowadzié¢
przyblizone dzielenie do wielokrotnego mnozenia
10. Niech a bedzie ustalong liczba dodatniay. Ciag x, definiujemy rekurencyjnie
wzorem T,11 = o,(3 — ar?)/2 (pozostale wyrazy zaleza od wyboru ). Za-
kladajac ze ciag jest zbiezny obliczy¢ granice. Poda¢ (niekoniecznie najlepszy)
warunek na xg wystarczajacy do zbiezno$ci.

11. Uzasadnij ze szereg » ., ;‘—j jest zbiezny.
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12. Uzasadnij ze szereg » CES CEs jest zbiezny.
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13. Uzasadnij ze szereg )~ ~ 7

jest zbiezny.

13. Niech e(z,k) = >}, 77,: Pokaz 7e przy ustalonym k zachodzi nieréwnosé
e(23Y, k) < L(e(z, k) +e(y, k)) dla ,y > 0. Wywnioskuj stad ze exp(z + y) <
3 (exp(z) + exp(y)) dla z,y > 0.

14. Uzywajac defincje exp(z) jako szeregu uzasadnij ze |exp(z) — (1 + 2)| <
|22 dla zespolonego z takiego ze |z| < 1. Przy pomocy tej nieréwnosci oblicz
limexp(n%ﬂ) i limn(exp(%ﬂ) —1).

15. Udowodnij ze jesli z, jest zbieznym ciagiem liczb zespolonych to |z,| jest
zbieznym ciagiem liczb rzeczywistych i lim |z, | = |lim z,]|.

16. Dla ustalonego zespolonego a ciag z, definiujemy wzorem z, = a". Wy-
znaczy¢ zbior tych a dla ktorych ten ciag jest zbiezny (ma skonczona granice).
17. Znak liczby zespolonej sign(z) definiujemy biorac sign(0) = 0 oraz sign(z) =
ﬁ dla z # 0. Pokaz na przykladzie ze istnieje zbiezny ciag liczb zespolonych z,
taki ze sign(lim z,,) # limsign(z,,). Podaj prosty warunek wunek wystarczajacy
by sign(lim z,,) = limsign(zy,).



18. Udowodnij ze kazda liczba zespolona posiada pierwiastek kwadratowy, tzn.
przy ustalonym zespolonym a réwnanie 22 — a = 0 posiada zespolone rozwiaza-

nie.
19. Niech ¢(z) = {72. Uzasadnij ze jesli z = a + bi dla a,b € Ria > 0 to
[9(z)] < 1.

20. Udowodnij ze jesli szereg > a,, jest zbiezny i szereg Y by, jest zbiezny
to szereg Y (an+by) jest zbiezny 1 (307 g an)+ (0o bn) = Do o(an+by).



