
Analiza matematyczna 1B, Lista 4

1. Oblicz lim(3n + 5n)
1
n .

2. Oblicz limn→∞
∏n

k=1 2
1

2k .

3. Oblicz limn→∞
1

1+x2n jako funkcj¦ x ∈ R.
4. Niech an,m = n

n+m+1 . Oblicz

lim
n→∞

lim
m→∞

an,m

i

lim
m→∞

lim
n→∞

an,m.

5. Udowodnij »e z ka»dego ograniczonego ci¡gu liczb rzeczywistych mo»na wy-
bra¢ podci¡g zbie»ny.

6. Niech bn = 1
n+1

∑n
k=0 ak. Udowodnij »e lim sup bn ≤ lim sup an. Wywnio-

skuj st¡d »e je±li ci¡g an jest zbie»ny to zachodzi lim an = lim bn. Poka» na
przykªadzie »e an mo»e by¢ rozbie»ny a bn zbie»ny.

7. Uzasanij »e je±li an ≤ bn oraz zarówno an jak i bn jest zbie»ne to lim an ≤
lim bn. Poka» »e limmax(an, bn) = max(lim an, lim bb).

8. Niech a > 0 b¦dzie ustalon¡ liczb¡. x0 > 0 jest dowolne, za± pozostaªe
wyrazy ci¡gu xn s¡ zde�niowane wzorem xn+1 = 2xn

3 + a
3x2

n
. Uzasadnij »e ten

ci¡g jest zbie»ny i oblicz jego granic¦.

9. Niech a b¦dzie ustalon¡ liczb¡ dodatni¡. Ciag xn de�niujemy rekurencyjnie
wzorem xn+1 = xn(2 − axn) (pozostaªe wyrazy zale»¡ od wyboru x0). Obli-
czy¢ xn+1 − 1

a w zale»no±ci od xn − 1
a . Wyznaczy¢ zbiór tych x0 dla których

ci¡g xn jest zbie»ny. Komentarz: Bazuj¡c na tym zadaniu mo»na sprowadzi¢
przybli»one dzielenie do wielokrotnego mno»enia

10. Niech a b¦dzie ustalon¡ liczb¡ dodatni¡. Ciag xn de�niujemy rekurencyjnie
wzorem xn+1 = xn(3 − ax2n)/2 (pozostaªe wyrazy zale»¡ od wyboru x0). Za-
kªadaj¡c »e ci¡g jest zbie»ny obliczy¢ granic¦. Poda¢ (niekoniecznie najlepszy)
warunek na x0 wystarczaj¡cy do zbie»no±ci.

11. Uzasadnij »e szereg
∑∞

n=0
n2

2n jest zbie»ny.

12. Uzasadnij »e szereg
∑∞

n=0
1

(n+1)
√
n+1

jest zbie»ny.

13. Uzasadnij »e szereg
∑∞

n=0
(−1)n
n+1 jest zbie»ny.

13. Niech e(x, k) =
∑n

k=0
xk

k! . Poka» »e przy ustalonym k zachodzi nierówno±¢

e(x+y
2 , k) ≤ 1

2 (e(x, k) + e(y, k)) dla x, y ≥ 0. Wywnioskuj st¡d »e exp(x+ y) ≤
1
2 (exp(x) + exp(y)) dla x, y ≥ 0.

14. U»ywaj¡c de�ncj¦ exp(z) jako szeregu uzasadnij »e | exp(z) − (1 + z)| ≤
|z|2 dla zespolonego z takiego »e |z| ≤ 1. Przy pomocy tej nierówno±ci oblicz
lim exp( 1

n+1 ) i limn(exp( 1
n+1 )− 1).

15. Udowodnij »e je±li zn jest zbie»nym ci¡giem liczb zespolonych to |zn| jest
zbie»nym ci¡giem liczb rzeczywistych i lim |zn| = | lim zn|.
16. Dla ustalonego zespolonego a ci¡g zn de�niujemy wzorem zn = an. Wy-
znaczy¢ zbiór tych a dla których ten ci¡g jest zbie»ny (ma sko«czon¡ granic¦).

17. Znak liczby zespolonej sign(z) de�niujemy bior¡c sign(0) = 0 oraz sign(z) =
z
|z| dla z 6= 0. Poka» na przykªadzie »e istnieje zbie»ny ci¡g liczb zespolonych zn
taki »e sign(lim zn) 6= lim sign(zn). Podaj prosty warunek wunek wystarczaj¡cy
by sign(lim zn) = lim sign(zn).
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18. Udowodnij »e ka»da liczba zespolona posiada pierwiastek kwadratowy, tzn.
przy ustalonym zespolonym a równanie z2 − a = 0 posiada zespolone rozwi¡za-
nie.
19. Niech φ(z) = 1−z

1+z . Uzasadnij »e je±li z = a + bi dla a, b ∈ R i a > 0 to
|φ(z)| < 1.
20. Udowodnij »e je±li szereg

∑∞
n=0 an jest zbie»ny i szereg

∑∞
n=0 bn jest zbie»ny

to szereg
∑∞

n=0(an+bn) jest zbie»ny i (
∑∞

n=0 an)+(
∑∞

n=0 bn) =
∑∞

n=0(an+bn).
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