Analiza matematyczna 1B, Lista 5
1. Uzywajac whasnosci funkeji wykladniczej oblicz limnsin(1) i lim 1—n cos(2).
2. Uzasadnij ze dla ¢t € R mamy |exp(it)| = 1.
3. Liczbe e definiujemy jako e = exp(l) = Y

o 1
n=0 n!"
dodatniej liczby calkowitej n zachodzi nieréwnoééo(l + %)" < e. Ponadto dla
naturalnych k¥ mamy liminf(1 + 1/n)" > ZZ:O 1. Wywnioskowa¢ stad ze
lim(1+1/n)" =e.

4. Pokaz ze gdy |q| < 1to > " ((n+1)¢" = ﬁ. Wskazéwka: Uzyj wzoru
na ilocznyn szeregow.

5. Funkcje cosh (cosinus hiperboliczny) i sinh (sinus hiperboliczny) definujemy
e)«p(ﬂv)+26X10(—90)7 sinh(z) = exp(w)—zexp(—w)

Pokaz ze dla dowolnej

wzorami cosh(z) = . Zapisz cosh i sinh
jako sume szeregu potegowego.

6. Funkcja f z R w R — {0} spelia réownos¢ f(x +y) = f(x)f(y). Pokaz ze
jesli f(1) =1 to dla wymiernych x zachodzi f(z) = 1. Wywnoskuj stad ze jesli
f(1) = exp(1) to dla wymiernych x zachodzi f(z) = exp(z).

7. Sprawdz ze dla dodatnich catkowitych n i zespolonych z zachodzi rownosé:
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i oblicz sume.

8. Szeregi o wyrazach dodatnich >~ ;a1 Y7~ b, 3 zbiezne. Pokaz zbieznosé
szeregu oV anby.

9. Wyjasnij dlaczego ponizsze rozumowanie jest bledne:
0=0+0+---=(1-1)+(1—1) = > 32 ,(—1)*. Zmieniajac kolejnos¢ wyrazow
mozemy powyzszy szereg zapisa¢ w postaci (1+1—-1)+(1+1—-1)+--- =
ool =00. A wiec 0 = .

10. Wyjasnij dlaczego ponizsze rozumowanie jest bledne:

Dla g > 0 szereg > po q* jest suma liczb dodatnich, wiec wynik jest wiekszy
niz zero. Lecz ZZO:() q* = %_q co dla ¢ > 1 daje wynik ujemny. A wiec liczba
dodatnia jest mniejsza niz zero.

11. Uzywajac wlasnosci funkeji wykladniczej przedstaw cos(z+y) oraz sin(z+
y) w terminach cos(x), sin(x), cos(y) i sin(y).



