
Analiza matematyczna 1B, Lista 5

1. U»ywaj¡c wªasno±ci funkcji wykªadniczej oblicz limn sin( 1n ) i lim 1−n cos( 1n ).
2. Uzasadnij »e dla t ∈ R mamy | exp(it)| = 1.
3. Liczb¦ e de�niujemy jako e = exp(1) =

∑∞
n=0

1
n! . Poka» »e dla dowolnej

dodatniej liczby caªkowitej n zachodzi nierówno±¢ (1 + 1
n )

n < e. Ponadto dla

naturalnych k mamy lim inf(1 + 1/n)n ≥
∑k

n=0
1
n! . Wywnioskowa¢ st¡d »e

lim(1 + 1/n)n = e.
4. Poka» »e gdy |q| < 1 to

∑∞
n=0(n + 1)qn = 1

(1−q)2 . Wskazówka: U»yj wzoru

na ilocznyn szeregów.
5. Funkcje cosh (cosinus hiperboliczny) i sinh (sinus hiperboliczny) de�nujemy

wzorami cosh(x) = exp(x)+exp(−x)
2 , sinh(x) = exp(x)−exp(−x)

2 . Zapisz cosh i sinh
jako sum¦ szeregu pot¦gowego.
6. Funkcja f z R w R − {0} speªnia równo±¢ f(x + y) = f(x)f(y). Poka» »e
je±li f(1) = 1 to dla wymiernych x zachodzi f(x) = 1. Wywnoskuj st¡d »e je±li
f(1) = exp(1) to dla wymiernych x zachodzi f(x) = exp(x).
7. Sprawd¹ »e dla dodatnich caªkowitych n i zespolonych x zachodzi równo±¢:

n∏
k=1

cos(
x

2k
) = 2−n

2n−1−1∑
k=−2n−1

exp(
i(2k + 1)x

2n
)

i oblicz sum¦.
8. Szeregi o wyrazach dodatnich

∑∞
k=0 an i

∑∞
k=0 bn s¡ zbie»ne. Poka» zbie»no±¢

szeregu
∑∞

k=0

√
anbn.

9. Wyja±nij dlaczego poni»sze rozumowanie jest bª¦dne:
0 = 0+0+ · · · = (1−1)+(1−1) =

∑∞
k=0(−1)k. Zmieniaj¡c kolejno±¢ wyrazów

mo»emy powy»szy szereg zapisa¢ w postaci (1 + 1 − 1) + (1 + 1 − 1) + · · · =∑∞
k=0 1 =∞. A wi¦c 0 =∞.

10. Wyja±nij dlaczego poni»sze rozumowanie jest bª¦dne:
Dla q > 0 szereg

∑∞
k=0 q

k jest sum¡ liczb dodatnich, wi¦c wynik jest wi¦kszy
ni» zero. Lecz

∑∞
k=0 q

k = 1
1−q co dla q > 1 daje wynik ujemny. A wi¦c liczba

dodatnia jest mniejsza ni» zero.
11. U»ywaj¡c wªasno±ci funkcji wykªadniczej przedstaw cos(x+y) oraz sin(x+
y) w terminach cos(x), sin(x), cos(y) i sin(y).
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