Analiza matematyczna 1B, Lista 6
1. Pokaz ze dla naturalnego n mamy > ;'_ 0 exp
>rco cos(%) =0.
2. Oblicz cos(m/3) i sin(w/3). Wskazowka: exp(im/3) jest pierwiastkiem wielo-
manu 22 + 1 = 0.
3. Znajdz wartosé gtéwna potegi .
4. Uzasadnij ze warto$¢ glowna pierwiastka zespolonego (tzn. potegi z'/?) ma
nieujemnyg czes¢ rzeczywista. Jak wyglada obraz wartosci gtéwnej pierwiastka
trzeciego stopnia? Wskazéwka: Dla y € [, 5] mamy cos(y) > 0.
5. Uzasadnij ze dla dodatniego calkowitego n niezerowa liczba zespolona z ma
dokladnie n pierwiastkéw stopnia n, tzn. réwnanie z = y™ ma doklasnie n
rozwigzan.
6. Pokaz ze dla rzeczywistych x zachodzi nier6wno$¢ exp(z) > 1 4+ x. Wywnio-
skuj stad ze dla = € (0, 00) zachodzi nieréwnosc log(z) < = — 1.
7. Znajdz maksimum funkcji z exp(—x) na osi rzeczywistej. Uzyj to do znale-
zienia minimum zlog(z) i 2* dla « € (0,00). Wskazowka: Przyjmij za znana
nieréwnosé exp(x) > ex.
8. Dla x € R zapisz wzorem funkcje odwrotng do sinh. Wskazowka: exp(z) jest
pierwiastkiem rownania kwadratowego o wspotczynnikach zaleznych od sinh(z).
9. Uzasadnij ze jesli f jest funkcja cigglta na R taka ze f(x)?> = exp(ir) i
f(0) =1to f(z) =exp(%). Podobnie, jesli exp(if(x)) = exp(iz) i f(0) =0 to
f(x) = x. Wskazowka: Zauwaz ze f(x )exp(——) przyjmuje tylko wartosci 1 i
—1 i uzyj wlasnosé Darboux.
10. Udowodnij, ze jesli lim,_~, f(z) = b, to istnieje liczba rzeczywista § > 0
taka, ze zbior wartosci f(x) dla x # a oraz |x — a| < & jest ograniczony.
11. Pokaz, ze rownanie 2z = sin(z) + 1 ma w przedziale [0, 1] przynajmniej
jedno rozwiazanie.

(2kr1) = 0. Wywnioskuj stad ze

12. Oblicz granice limy 1 75— 1 limg 1“7 przy ustalonych «, 3, .
13. Oblicz granice hmT_>0( ( )z — 1)/:17 Wskazowka Zapisz iloraz pod

znakiem granicy jako szereg i Znajdz oszacowanie dla sumy tego szeregu.
sin®(z)— 2sm(x)
x cos(x)

15. Oblicz granice lim,_,o 2= COS@) . Wskazowka: 1 — cos(z) = %f((f))

16. Uzasadnij ze jesli f, gih majad wspélng dziedzine, f < g < hilim,,, f =
lim, o, h =10 to lim,_,g =0.

17. Uzasadnij ze dla naturalnego n mamy log(2™) < n. Oblicz granice lim,,_, «
18. Pokaz, ze funkcje F(z) = max f(z),g(x) i G(x) = min f(z), g(x) sa ciagle
w kazdym punkcie, w ktérym zaréwno f, jak i g jest ciagta.

19. Ciag liczb rzeczywistych ar ma nastepujaca wlasnosé: Dla kazdego ciagu
liczb s, € {—1,1} szereg >, skak jest zbiezny. Pokaz, ze szereg Y - ar
bezwzglednie zbiezny. Podobnie dla sj € {0,1}.

20. Funkcja f jest rosnaca i odwzorowuje przedzial (a,b) na przedziat (c,d).
Pokaz, ze funkcja odwrotna do f tez jest na.

14. Oblicz granice lim,_,(

log(n)



