
Analiza matematyczna 1B, Lista 6

1. Poka» »e dla naturalnego n mamy
∑n−1
k=0 exp(

2kπi
n ) = 0. Wywnioskuj st¡d »e∑n−1

k=0 cos(
(2k+1)π

2n ) = 0.
2. Oblicz cos(π/3) i sin(π/3). Wskazówka: exp(iπ/3) jest pierwiastkiem wielo-
manu z3 + 1 = 0.
3. Znajd¹ warto±¢ gªówn¡ pot¦gi ii.
4. Uzasadnij »e warto±¢ gªówna pierwiastka zespolonego (tzn. pot¦gi z1/2) ma
nieujemn¡ cz¦±¢ rzeczywist¡. Jak wygl¡da obraz warto±ci gªównej pierwiastka
trzeciego stopnia? Wskazówka: Dla y ∈ [−π2 ,

π
2 ] mamy cos(y) ≥ 0.

5. Uzasadnij »e dla dodatniego caªkowitego n niezerowa liczba zespolona z ma
dokªadnie n pierwiastków stopnia n, tzn. równanie z = yn ma dokªasnie n
rozwi¡za«.
6. Poka» »e dla rzeczywistych x zachodzi nierówno±¢ exp(x) ≥ 1 + x. Wywnio-
skuj st¡d »e dla x ∈ (0,∞) zachodzi nierówno±¢ log(x) ≤ x− 1.
7. Znajd¹ maksimum funkcji x exp(−x) na osi rzeczywistej. U»yj to do znale-
zienia minimum x log(x) i xx dla x ∈ (0,∞). Wskazówka: Przyjmij za znan¡
nierówno±¢ exp(x) ≥ ex.
8. Dla x ∈ R zapisz wzorem funkcj¦ odwrotn¡ do sinh. Wskazówka: exp(x) jest
pierwiastkiem równania kwadratowego o wspóªczynnikach zale»nych od sinh(x).
9. Uzasadnij »e je±li f jest funkcj¡ ci¡gª¡ na R tak¡ »e f(x)2 = exp(ix) i
f(0) = 1 to f(x) = exp( ix2 ). Podobnie, je±li exp(if(x)) = exp(ix) i f(0) = 0 to

f(x) = x. Wskazówka: Zauwa» »e f(x) exp(− ix2 ) przyjmuje tylko warto±ci 1 i
−1 i u»yj wªasno±¢ Darboux.
10. Udowodnij, »e je±li limx−>a f(x) = b, to istnieje liczba rzeczywista δ > 0
taka, »e zbiór warto±ci f(x) dla x 6= a oraz |x− a| < δ jest ograniczony.
11. Poka», »e równanie 2x = sin(x) + 1 ma w przedziale [0, 1] przynajmniej
jedno rozwi¡zanie.

12. Oblicz granice limx→1
xα−1
xβ−1 i limx→1

xα−xβ

xγ−1 przy ustalonych α, β, γ.
13. Oblicz granic¦ limx→0(sin(x)/x − 1)/x. Wskazówka: Zapisz iloraz pod
znakiem granicy jako szereg i znajd¹ oszacowanie dla sumy tego szeregu.

14. Oblicz granic¦ limx→0
sin3(x)−2 sin(x)

x cos(x) .

15. Oblicz granic¦ limx→0
1−cos(x)

x2 . Wskazówka: 1− cos(x) = 1−cos2(x)
1+cos(x) .

16. Uzasadnij »e je±li f , g i h maj¡ wspóln¡ dziedzin¦, f ≤ g ≤ h i limx→a f =
limx→a h = b to limx→a g = b.

17. Uzasadnij »e dla naturalnego nmamy log(2n) ≤ n. Oblicz granic¦ limn→∞
log(n)
n .

18. Poka», »e funkcje F (x) = max f(x), g(x) i G(x) = min f(x), g(x) s¡ ci¡gªe
w ka»dym punkcie, w którym zarówno f , jak i g jest ci¡gªa.
19. Ci¡g liczb rzeczywistych ak ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: Dla ka»dego ci¡gu
liczb sk ∈ {−1, 1} szereg

∑∞
k=0 skak jest zbie»ny. Poka», »e szereg

∑∞
k=0 ak

bezwzgl¦dnie zbie»ny. Podobnie dla sk ∈ {0, 1}.
20. Funkcja f jest rosn¡ca i odwzorowuje przedziaª (a, b) na przedziaª (c, d).
Poka», »e funkcja odwrotna do f te» jest na.
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