Analiza matematyczna 1B, Lista 7
1. Uzasadnij ze funkcja f(x) = 2?2 jest ciagla na przedziale [0,2], f(0) < 2,
f(2) > 2, lecz nie istnieje wymierne g takie ze f(z) = 2.
2. Uzasadnij ze funkcja f(z) = —(22 — 3)? jest ciagla na przedziale [0,2],
SUP,e(o,2 f(¥) = 0, lecz dla wymiernych ¢ mamy f(g) < 0.
3. Niech a bedzie dowolna liczba rzeczywista. Uzasadnij ze istnieje taki ciag
liczb catkowitych k,, ze ciag g, = ’2“—" jest rosnacy i lim ¢, = a.
4. Zakladamy 7e a,b > 0. Bazujac na nieréwnosci (ab)z < 2+% indukeyjnie
pokaz ze dla ¢ postaci k/2™ z calkowitym k takim ze 0 < k < 2" zachodzi
nieréwnos$é a?b'=7 < ga + (1 — q)b.
5. Niech a,b > 0. Oblicz granice a‘" zakladajac ze limc, = a. Nastepnie
oblicz granice b'~°. Uzywajac tego i wynikéw poprzednich zadan pokaz ze
a®b'=* < aa+ (1 —a)bdlaa € [0,1].
6. Zapisz tan(x) w terminach exp(2ixz). Rozwiaz otrzymana zaleznosé i zapisz
exp(2iz) w terminach tan(z). Uzyj otrzynane wyrazenia do przedstawienia
sin(z) i cos(z) w terminach tan(z/2). Przedstaw tan(x 4 y) w terminach tan(x)
i tan(y).
7. Niech bedzie dany zstepujacy ciag przedziatéw domknietych I, C I, C R.
Udowodnij, ze przekrdj ﬂzozl I, jest niepusty. Pokaz na przykltadzie, ze tak
byé¢ nie musi dla przedziatéw poétotwartych, a tym bardziej otwartych. Pokaz
na przykladzie ze przekréj moze byé pusty dla domknietych przedziatéow liczb
wymiernych.
8. Udowodnij nieréwnoé¢ exp(x) < 1+ %= dla 2 € (—o0, 1). Wywnioskuj stad

ze dla x € (—1,1) zachodzi nier6wnos¢ 17 < log(1+z). Oblicz lim, o W.
Wskazowka: Uzyj nier6wno$é¢ exp(z) > 1+ = do oszacowania exp(—x).

9. Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywista. Oblicz granice limy, oo (1 + &)™,
Wskazowka: Uzyj wynik poprzedniego zadania.

10. Niech f(x) bedzie funkcjg rzeczywista taka ze f(z+y) = f(z)f(y) i f(z) >
1+ x. Pokaz ze f(x) = exp(x).

11. Uzasadnij ze kazdy wielomian o wspoélczynnikach rzeczywistych stopnia
nieparzystego ma pierwiastek rzeczywisty (pierwiastkiem wielomianu w nazy-
wamy liczbe a taka ze w(a) = 0). Pokaz na przykladzie ze istnieja wielomiany
rzeczywiste stopnia parzystego nie posiadajace pierwiastkow rzeczywstych.

12. Funkcja f jest zdefiniowana w ten sposob ze dla x niewymiernych jej wartosé
to 0, za$ dla x wymiernych jej warto§¢ to 1. Uzasadnij ze f jest w kazdym
punkcie nieciagta.

13. Funkcja f jest zdefiniowana w ten sposob ze dla x niewymiernych jej wartosé
to 0, za$ dla x wymiernych jej warto$c to 1/k gdzie x = n/k jest przedstawieniem
z jako ulamek nieskracalny z dodatnim mianownikiem. Uzasadnij ze f jest
ciagta w punktach niewymiernych a nieciggla w wymiernych.

14. Przypominam ze dla x = (z1,...2,) € R" definujemy norme |z| =

(>, xf)% Nastepnie dla z,y € R" definujemy odlegloé¢ wzorem d(z,y) =
lx — y||. Uzasadnij ze d jest metryka. Wskazéwka: Iloczyn skalarny defi-
niujemy wzorem (z,y) = > p_;x;y;. Wtedy ||z = (z,2) i ||z + y|*> =
llz||? + 2{x,y) + ||y||>. Nastepnie uzyj nieréwno$¢ Schwarza z zadania 16 Li-
sty 2.

15. Uzasadnij ze d(f,g) = >, cp |f(z) — g(x)| jest metryka na zbiorze funkcji
ograniczonych na R. Ponadto uzasadnij ze otrzynama przestrzeri metryczna jest

zupetna.



16. Niech d bedzie metryka na pewnym zbiorze A. Uzasadnij ze di(z,y) =
min(d(z,y),1) tez jest metryka na A.

17. Pokaz ze szereg Y po,n~ '~ jest zbiezny dla dowonego ¢ > 0. Podobnie
szereg Y oo, Wln)w jest zbiezny dla dowonego € > 0 za$ rozbiezny dla ¢ = 0.

18. Oblicz granice lim,,_, nw.
19. Ciag a, > 0 jest rosnacy i lim,,_, a, = a. Pokaz ze wtedy
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20. Niech a,, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych, z,, = %_H, A = {0} U{x,}.
Funkcje f na A — {0} definiujemy wzorem f(x,) = a,. Pokaz ze f ma gramice
r = 0 wtedy i tylko wtedy gdy ciag a, ma granice. Zakladajac ze a, ma
granice a przyjmujemy ze f(0) = a. Uzasadnij ze wtedy f jest funkcja ciagla
na A. Komentarz: Oznacza to ze ogélne wlasnosci granic ciagéw wynikaja z
wlasnosci funkeji ciagltych na ogélnych zbiorach.

21. Niech f bedzie funkcjy ciagla na przdziale [a,b] o wartosciach w [a, b].
Uzasadnij ze istnieje punkt ¢ € [a,b] taki ze f(c) = c.

22. 7 definicji sprawdz czy podane ciagi spelniaja warunek Cauchy’ego: %,
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