
Analiza matematyczna 1B, Lista 7

1. Uzasadnij »e funkcja f(x) = x2 jest ci¡gªa na przedziale [0, 2], f(0) < 2,
f(2) > 2, lecz nie istnieje wymierne q takie »e f(x) = 2.
2. Uzasadnij »e funkcja f(x) = −(x2 − 3)2 jest ci¡gªa na przedziale [0, 2],
supx∈[0,2] f(x) = 0, lecz dla wymiernych q mamy f(q) < 0.
3. Niech a b¦dzie dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡. Uzasadnij »e istnieje taki ci¡g
liczb caªkowitych kn »e ci¡g qn = kn

2n
jest rosn¡cy i lim qn = a.

4. Zakªadamy »e a, b > 0. Bazuj¡c na nierówno±ci (ab)
1
2 ≤ a+b

2 indukcyjnie
poka» »e dla q postaci k/2n z caªkowitym k takim »e 0 < k < 2n zachodzi
nierówno±¢ aqb1−q ≤ qa+ (1− q)b.
5. Niech a, b > 0. Oblicz granic¦ acn zakªadaj¡c »e lim cn = α. Nast¦pnie
oblicz granic¦ b1−cn . U»ywaj¡c tego i wyników poprzednich zada« poka» »e
aαb1−α ≤ αa+ (1− α)b dla α ∈ [0, 1].
6. Zapisz tan(x) w terminach exp(2ix). Rozwi¡» otrzyman¡ zale»no±¢ i zapisz
exp(2ix) w terminach tan(x). U»yj otrzynane wyra»enia do przedstawienia
sin(x) i cos(x) w terminach tan(x/2). Przedstaw tan(x+y) w terminach tan(x)
i tan(y).
7. Niech b¦dzie dany zst¦puj¡cy ci¡g przedziaªów domkni¦tych In+1 ⊂ In ⊂ R.
Udowodnij, »e przekrój

⋂∞
n=1 In jest niepusty. Poka» na przykªadzie, »e tak

by¢ nie musi dla przedziaªów póªotwartych, a tym bardziej otwartych. Poka»
na przykªadzie »e przekrój mo»e by¢ pusty dla domkni¦tych przedziaªów liczb
wymiernych.
8. Udowodnij nierówno±¢ exp(x) ≤ 1 + x

1−x dla x ∈ (−∞, 1). Wywnioskuj st¡d

»e dla x ∈ (−1, 1) zachodzi nierówno±¢ x
1+x ≤ log(1+x). Oblicz limx→0

log(1+x)
x .

Wskazówka: U»yj nierówno±¢ exp(x) ≥ 1 + x do oszacowania exp(−x).
9. Niech a b¦dzie dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡. Oblicz granic¦ limn→∞(1 + a

n )
n.

Wskazówka: U»yj wynik poprzedniego zadania.
10. Niech f(x) b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ tak¡ »e f(x+y) = f(x)f(y) i f(x) ≥
1 + x. Poka» »e f(x) = exp(x).
11. Uzasadnij »e ka»dy wielomian o wspóªczynnikach rzeczywistych stopnia
nieparzystego ma pierwiastek rzeczywisty (pierwiastkiem wielomianu w nazy-
wamy liczb¦ a tak¡ »e w(a) = 0). Poka» na przykªadzie »e istniej¡ wielomiany
rzeczywiste stopnia parzystego nie posiadaj¡ce pierwiastków rzeczywstych.
12. Funkcja f jest zde�niowana w ten sposób »e dla x niewymiernych jej warto±¢
to 0, za± dla x wymiernych jej warto±¢ to 1. Uzasadnij »e f jest w ka»dym
punkcie nieci¡gªa.
13. Funkcja f jest zde�niowana w ten sposób »e dla x niewymiernych jej warto±¢
to 0, za± dla x wymiernych jej warto±¢ to 1/k gdzie x = n/k jest przedstawieniem
x jako uªamek nieskracalny z dodatnim mianownikiem. Uzasadnij »e f jest
ci¡gªa w punktach niewymiernych a nieci¡gªa w wymiernych.
14. Przypominam »e dla x = (x1, . . . xn) ∈ Rn de�nujemy norm¦ ‖x‖ =(∑n

k=1 x
2
i

) 1
2 . Nast¦pnie dla x, y ∈ Rn de�nujemy odlegªo±¢ wzorem d(x, y) =

‖x − y‖. Uzasadnij »e d jest metryk¡. Wskazówka: Iloczyn skalarny de�-
niujemy wzorem 〈x, y〉 =

∑n
k=1 xiyi. Wtedy ‖x‖2 = 〈x, x〉 i ‖x + y‖2 =

‖x‖2 + 2〈x, y〉 + ‖y‖2. Nast¦pnie u»yj nierówno±¢ Schwarza z zadania 16 Li-
sty 2.
15. Uzasadnij »e d(f, g) =

∑
x∈R |f(x) − g(x)| jest metryk¡ na zbiorze funkcji

ograniczonych na R. Ponadto uzasadnij »e otrzynama przestrze« metryczna jest
zupeªna.
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16. Niech d b¦dzie metryk¡ na pewnym zbiorze A. Uzasadnij »e d1(x, y) =
min(d(x, y), 1) te» jest metryk¡ na A.
17. Poka» »e szereg

∑∞
k=1 n

−1−ε jest zbie»ny dla dowonego ε > 0. Podobnie
szereg

∑∞
k=2

1
n log(n)1+ε jest zbie»ny dla dowonego ε > 0 za± rozbie»ny dla ε = 0.

18. Oblicz granic¦ limn→∞ n
1
n .

19. Ci¡g an > 0 jest rosn¡cy i limn→∞ an = a. Poka» »e wtedy

lim
n→∞

(
n∑
k=1

ank

) 1
n

= a.

20. Niech an b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych, xn = 1
n+1 , A = {0} ∪ {xn}.

Funkcj¦ f na A− {0} de�niujemy wzorem f(xn) = an. Poka» »e f ma gramic¦
x = 0 wtedy i tylko wtedy gdy ci¡g an ma granic¦. Zakªadaj¡c »e an ma
granic¦ a przyjmujemy »e f(0) = a. Uzasadnij »e wtedy f jest funkcj¡ ci¡gª¡
na A. Komentarz: Oznacza to »e ogólne wªasno±ci granic ci¡gów wynikaj¡ z
wªasno±ci funkcji ci¡gªych na ogólnych zbiorach.
21. Niech f b¦dzie funkcj¡ ci¡gªa na przdziale [a, b] o warto±ciach w [a, b].
Uzasadnij »e istnieje punkt c ∈ [a, b] taki »e f(c) = c.
22. Z de�nicji sprawd¹ czy podane ci¡gi speªniaj¡ warunek Cauchy'ego: 1

n ,

(−1)n,
∑n
k=1 n

−3,
∑n
k=1

k
(k+1)2 .
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