
Analiza matematyczna 1B, Lista 8

1. Które z poni»szych podzbiorów zbioru liczb zespolonych s¡ otwarte: B =
{z : |z| < 1}, B ∪ [0, 12 ], B ∪ [0, 1], B ∪ (0, 2), B − (0, 2) (ró»nica zbiorów),
B −Q gdzie Q oznacza liczby wymierne, B − {0, 12}, {x+ iy : x, y ∈ R, x > 0},
{x+ iy : x, y ∈ R, x ≥ 0}.
2. Uzasadnij »e {z : |z| ≤ 1} ∪ [1, 2] jest zbiorem punktów skupienia pewnego
ci¡gu liczb zespolonych.

3. Oblicz (wªa±ciwe lub niewªa±ciwe) granice: limx→0+ exp( 1x ), limx→0+ x
−3 exp( 1x ),

limx→0− exp( 1x ).

4. Niech f(x) = x log(|x|) dla x 6= 0 i f(0) = 0. Oblicz limx→0+ f(x),
limx→0− f(x) i uzasadnij »e f jest funkcj¡ ci¡gª¡.

5. Niech f(x) = exp(x) dla x ≤ 0 i f(x) = x2 + a dla x > 0. Dobierz a tak by
f byªa ci¡gªa.

6. Które z poni»szych funkcji s¡ ci¡gªe: f1(x) = sin( 1
x3 ) dla x 6= 0 i f1(0) = 0,

f2(x) = x sin( 1
x2 ) dla x 6= 0 i f2(0) = 0, f3(x) = exp( 1x ) dla x > 0, f3(0) = 0.

7. Funkcj¦ f o warto±ciach rzeczywistych nazywamy wypukª¡ je±li jej dzie-
dzina to przedziaª (by¢ mo»e o niesko«czonych ko«cach) i dla dowolnych x
i y z dziedziny i dowolnego α takiego »e 0 ≤ α ≤ 1 zachodzi nierówno±¢

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y). Uzasadnij »e je±li f(x+y
2 ≤ f(x)+f(y)
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to powy»sza nierówno±¢ zachodzi dla wymiernych α. Je±li ponadto f jest ci¡gªa
to f jest wypukªa. Sprawd¹ »e je±li f i g s¡ rosn¡ce, ci¡gªe i wypukªe to fg
te» jest wypukªa. Wywnioskuj st¡d »e f(x) = xn jest wypukªa na [0,∞) i »e
f(x) = exp(x) jest wypukªa. Poka» »e wypukªo±¢ exp jest ±ci±le zwi¡zana z
nierówno±ci¡ mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡ z zadania 5 listy 7.

8. Zakªadaj¡c »e f/g jest ró»niczkowalne w punkcie x wyprowad¹ wzór na
pochodn¡ ilorazu ze wzoru na pochodn¡ iloczynu. Uzasadnij ró»niczkowalno±¢
f/g u»ywaj¡c wzorów innych ni» wzór na pochodn¡ ilorazu.

9. Oblicz pochodne x3 − x + 2, sinh(x), cosh(x), exp(x2), xx (ta ostatnia dla
x > 0).

10. U»ywaj¡c wzorów na funkcje trygonometryczne sumy k¡tów i warto±ci
sin′(0) = 1, cos′(0) = 0 oblicz sin′(x) i cos′(x) dla dowolnego x.

11. Z de�nicji oblicz pochodn¡ f(x) = x2+5
x−1 dla x = 2.

12. Z de�nicji sprawd¹ ró»niczkowalno±¢ funkcji dla x = 0: f1(x) =
√
x dla

x ≥ 0 i f1(x) = −f1(−x) dla x < 0, f2(x) = x sin(1/x) dla x 6= 0, f2(0) = 0,
f3(x) = x2 log(x) dla x > 0, f3(x) = 0 dla x ≤ 0, f4(x) = exp( 1

x2 ) dla x 6= 0,
f4(0) = 0, f5(x) = x log(|x|) dla x 6= 0, f5(0) = 0, f6(x) = |x|.
13. Uzasadnij »e poni»sze funkcje s¡ wsz¦dzie ró»niczkowalne i oblicz ich po-
chodne: x|x|, | sin(x)| 32 , (sin(x) + | sin(x)|)2, bxc sin(πx)2 (gdzie bxc oznacza
cz¦±¢ caªkowit¡ x.

14. Funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie x i f(x) > 0. Oblicz

lim
n→∞

(
f(x+ 1

n )

f(x)

)n

.

Wskazówka: Popatrz na logarytm wyra»enia pod znakiem granicy.

15. U»ywaj¡c pochodne oblicz nast¦puj¡ce granice:

lim
h→0

exp(x+ h)− exp(x− 2h)

h
,
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lim
h→0

exp(x+ h)− 1

(x+ h)2 − x2
x 6= 0,

lim
h→0

exp(x+ h)− exp(x− h)
sin(h) + sin2(h)

.

16. Wiedz¡c, »e funkcje f i g s¡ ró»niczkowalne w punkcie a, oblicz granic¦

lim
x→a

f(x)g(a)− f(a)g(x)
x− a

.

17. Niech fn(x) = tanh(nx3) = sinh(nx3)
cosh(nx3) . Niech f(x) = limn→∞ fn(x).

Sprawd¹ »e granica de�niuj¡ca f(x) istnieje dla ka»dego x ∈ R. Oblicz po-
chodn¡ f ′n i granic¦ limn→∞ f ′n(x). Czy granica f ′n jest pochodn¡ f?
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