Analiza matematyczna 1B, Lista 8
1. Ktoére z ponizszych podzbioréw zbioru liczb zespolonych sg otwarte: B =
{z :]z] <1}, BU0,3], BU[0,1], BU(0,2), B — (0,2) (réznica zbioréw),
B — Q gdzie Q oznacza liczby wymierne, B — {0, 3}, {z + iy : z,y € R,z > 0},
{z+iy:z,y e R,z > 0}
2. Uzasadnij ze {z : |z| < 1} U[1,2] jest zbiorem punktéw skupienia pewnego
ciggu liczb zespolonych.
3. Oblicz (whasciwe lub niewlasciwe) granice: lim, o, exp(2), lim,—,0, 3 exp(1),
limg_o_ exp(%).
4. Niech f(z) = zlog(|lz|) dla z # 0 i f(0) = 0. Oblicz lim,_o, f(z),
lim,,o_ f(x) i uzasadnij ze f jest funkcja ciagla.
5. Niech f(z) = exp(z) dlaz <01i f(z) = 2% + a dla z > 0. Dobierz a tak by
f byta ciagta.
6. Ktore z ponizszych funkcji sa ciaglte: fi(x) = sin(-) dlaxz # 01 f1(0) =0,
fo(x) = wsin(Z5) dlaz # 01 f2(0) =0, f3(x) = exp(s) dlaz > 0, f3(0) = 0.
7. Funkcje f o warto$ciach rzeczywistych nazywamy wypukta jesli jej dzie-
dzina to przedzial (by¢ moze o nieskonczonych koncach) i dla dowolnych x
i y z dziedziny i dowolnego « takiego ze 0 < a < 1 zachodzi nieréwnosé
flaz+ (1—a)y) < af(z) + (1 —a)f(y). Uzasadnij ze jesli f(*5 < w
to powyzsza nieréwnosé zachodzi dla wymiernych «. Jesli ponadto f jest ciagta
to f jest wypuktla. Sprawdz ze jesli f i g sa rosnace, ciggte i wypukte to fg
tez jest wypukla. Wywnioskuj stad ze f(z) = 2™ jest wypukla na [0,00) i ze
f(z) = exp(x) jest wypukla. Pokaz ze wypuklo$é¢ exp jest $cisle zwiazana 7
nieréwnoscia miedzy $rednig arytmetyczng a geometryczng z zadania 5 listy 7.
8. Zakladajac ze f/g jest rozniczkowalne w punkcie x wyprowadZ wzdér na
pochodng ilorazu ze wzoru na pochodng iloczynu. Uzasadnij rézniczkowalno$é
f/g uzywajac wzordéw innych niz wzor na pochodna ilorazu.
9. Oblicz pochodne z3 — z + 2, sinh(x), cosh(x), exp(z?), ¥ (ta ostatnia dla
x> 0).
10. Uzywajac wzoréw na funkcje trygonometryczne sumy katéw i wartosci
sin’(0) = 1, cos’(0) = 0 oblicz sin’(x) i cos’(z) dla dowolnego x.
11. 7 definicji oblicz pochodna f(x) = 2?45 (la g = 2.
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12. Z definicji sprawdz rozniczkowalnoéé funkeji dla z = 0: fi(z) = /x dla
x>01 fi(z) = —fi(—z) dlaz < 0, fo(x) = xsin(l/z) dla z # 0, f2(0) =0,
f3(x) = x?log(z) dla z > 0, f3(z) =0 dlax <0, fy(x) = exp(35) dla z # 0,
£(0) =0, f5(x) = zlog(fe]) dla z £ 0, 5(0) = 0, fo(x) = |al.

13. Uzasadnij 7ze ponizsze funkcje sa wszedzie rézniczkowalne i oblicz ich po-
chodne: z|z|, |sin(z)|?, (sin(z) + |sin(z)|)?, |z]sin(rz)? (gdzie |z] oznacza
czei¢ calkowity x.

14. Funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie z i f(x) > 0. Oblicz

i (K55)

Wskazowka: Popatrz na logarytm wyrazenia pod znakiem granicy.
15. Uzywajac pochodne oblicz nastepujace granice:

lim exp(z + h) — exp(z — 2h) 7
h—0 h




lim exp(z + h) —1

h—0 (x4 h)? — 22
exp(x + h) —exp(z — h)

h—0 sin(h) + sin®(h)

x #0,

16. Wiedzac, ze funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie a, oblicz granice

i £ @)@ = f(@)g(a)

T—a xr—a

17. Niech fu(r) = tanh(na®) = 2200 Niech f(z) = limyso fu(2).

Sprawdz ze granica definiujaca f(x) istnieje dla kazdego = € R. Oblicz po-
chodng f], i granice lim, o f;,(z). Czy granica f! jest pochodng f?




