
Analiza matematyczna 2B, Lista 10

1. Niech fn : [0, 1] 7→ R b¦d¡ funkcjami caªkowalnymi takimi »e
∑∞
n=1 ‖fn‖L1 <

∞. Uzasadnij »e dla ka»dego ε > 0 istnieje zbiór A ⊂ [0, 1], taki »e M1([0, 1]−
A) < ε i szereg

∑∞
n=1 fn jest zbie»ny jednostajnie na A. Uzasadnij »e mo»na

dodatkowo za»¡da¢ by A byª zbiorem zwartym. Czy mo»na za»¡da¢ by A byª

otwarty?

2. Niech X b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ metryczn¡ za± U b¦dzie otwartym

podzbiorem X. Uzasadnij »e

1. istnieje funkcja ci¡gªa f taka »e f(x) ≤ 1 dla ka»dego x ∈ X i U = {x ∈
X : f(x) > 0}.

2. istniej¡ funkcje ci¡gªe gn takie »e gn+1 ≥ gn i 1U (x) = limn→∞ gn(x)

3. istniej¡ funkcje ci¡gªe hn takie »e hn ≥ 0 i 1U (x) =
∑∞
n=1 hn

3. Niech A ⊂ Rn b¦dzie zbiorem miary zero. Uzasadnij »e istnieje ci¡g funkcji

ci¡gªych fn taki »e
∑∞
n=1 ‖fn‖L1 <∞ i »e szereg

∑∞
n=1 fn(x) jest rozbie»ny dla

x ∈ A.
Wskazówka: Miara Lebesgue'a w Rn jest regularna, tzn. dla dowolnego ε > 0
istnieje zbiór otwarty U takie »e A ⊂ U i Mn(A) < ε.
4. Niech A = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0, x+ y < 1}. Oblicz∫

A

xy,

∫
A

cos(x+ y).

5. Niech f(x, y) = (x− y)/(x+ y)3. Oblicz caªki

I1 =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dxdy,

I2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dydx.

Dlaczego do f nie stosuje si¦ twierdzenie Fubiniego?

6. Niech Iα =
∫ 1

−1(1−x
2)αdx. Uzasadnij »e dla α > 0 mamy (2α+1)Iα = 2αIα.

Podaj jawny wzór na Iα dla α = n
2 gdzie n jest liczb¡ naturaln¡.

7. Niech Bn b¦dzie kul¡ jednostkow¡ w Rn. Uzasadnij »e

Mn+1(Bn+1) =Mn(Bn)

∫ 1

−1
(1− x2)n

2 dx.

Podaj jawny wzór na obj¦to±¢ kuli.

8. Niech X b¦dzie przestrzni¡ z miar¡ µ, za± f : X 7→ R b¦dzie funkcj¡

caªkowaln¡. Niech At = {x ∈ X : |f(x)| > t}. Uzasadnij »e

lim
t→∞

∫
At

f = 0.

Uzasadnij »e dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka »e |
∫
A
f | < ε dla µ(A) < δ.
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9. Oblicz granice

lim
n→∞

∫ n/2

0

(1− 2x

n
)n exp(x)dx,

lim
n→∞

∫ n

0

(1 +
x

n
)n exp(−2x)dx,

lim
n→∞

∫ ∞
0

exp(−x− n− n cos(x))dx.

10. Niech f b¦dzie ci¡gªa i nieujemna na (0, 1] i równa 0 poza tym. Zakªadamy

»e caªka niewªa±ciwa ∫ 1

0

f(x)dx

jest zbie»na. Uzasadnij »e f ∈ L1. Uzasadnij »e bez zaªo»enia zbie»no±ci caªki

mo»e si¦ zda»y¢ »e f /∈ L1.
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