Analiza matematyczna 2B, Lista 10

1. Niech f, : [0,1] — R beda funkcjami calkowalnymi takimi ze Y o, || fullz1 <
0o. Uzasadnij ze dla kazdego € > 0 istnieje zbior A C [0, 1], taki ze M1([0,1] —
A) < e iszereg > ., fn jest zbiezny jednostajnie na A. Uzasadnij ze mozna
dodatkowo zazada¢ by A byl zbiorem zwartym. Czy mozna zazadaé by A byt
otwarty?

2. Niech X bedzie o$rodkowa przestrzenia metryczng za§ U bedzie otwartym
podzbiorem X. Uzasadnij ze

1. istnieje funkcja ciagla f taka ze f(z) <1 dlakazdegox € X iU = {z €
X : f(z) >0}

2. istnieja funkcje ciagte g, takie ze g 411 > gn 1 ly(z) = lim, o0 gn ()

3. istnieja funkcje ciagle h,, takie ze h,, > 01 1y(z) =Y 00 | hn
3. Niech A C R™ bedzie zbiorem miary zero. Uzasadnij ze istnieje ciag funkcji
ciaglych f, takize 7, || fallz1 < 0ol ze szereg > - | fu(x) jest rozbiezny dla
x € A
Wskazowka: Miara Lebesgue’a w R™ jest regularna, tzn. dla dowolnego ¢ > 0
istnieje zbior otwarty U takie ze A C U i M,,(A) < .
4. Niech A = {(x,y) € R?*: 2> 0,y > 0,2 +y < 1}. Oblicz

[ o
A

/ cos(z + ).
A
5. Niech f(z,y) = (x —y)/(x + y)3. Oblicz calki

I = /O 1 /O ' flay)dady,
I :/01 /Olf(%y)dydw.

Dlaczego do f nie stosuje sie twierdzenie Fubiniego?
6. Niech I, = fil(l—xQ)o‘dac. Uzasadnij ze dla a > 0 mamy (2a+1)I, = 2al,.
Podaj jawny wzor na I, dla a = 5 gdzie n jest liczba naturalna.
7. Niech B,, bedzie kula jednostkowa w R"™. Uzasadnij ze
1
Myi1(Bny1) = Mn(Bn)/ (1—a2?)3da.
-1

Podaj jawny wzér na objetosé kuli.
8. Niech X bedzie przestrznia z miara u, zas§ f : X — R bedzie funkcja
catkowalna. Niech A; = {x € X :|f(x)| > t}. Uzasadnij ze

lim/ f=0.
t—o00 A,

Uzasadnij ze dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka ze | [, f| < e dla u(A) < 4.



9. Oblicz granice
lim (1 — —)"exp(z)dz,
n

n—oo 0

n

lim (1+ E)" exp(—2x)dz,
n

n—oo 0

oo

lim exp(—z — n — ncos(z))dz.
n—oo 0

10. Niech f bedzie ciagta i nieujemna na (0, 1] i réwna 0 poza tym. Zakladamy
ze catka niewlasciwa L
| @iz
0

jest zbiezna. Uzasadnij ze f € L'. Uzasadnij ze bez zalozenia zbieznosci calki
moze si¢ zdazy¢ ze f ¢ L.



