
Analiza matematyczna 2B, Lista 11

1. Podaj przykªad funkcji ci¡gªej na (0, 1], takiej »e caªka niewªa±ciwa∫ 1

0

f(x)dx

jest zbie»na, ale f /∈ L1.
2. Uzasadnij »e je±li f jest ci¡gªa na (0, 1] i f ∈ L1 to caªka niewªa±ciwa∫ 1

0

f(x)dx

jest zbie»na.
3. Niech f ∈ Lp1 ∩ Lp2 dla p1 < p2. Uzasadnij »e f ∈ Lq dla q ∈ [p1, p2].
4. Niech an = 2−n(n − 2n) dla n ∈ [2n, 2n+1). Ci¡g funkcji fn dla n > 2
de�niujemy nast¦puj¡co: fn(x) = 1 dla x ∈ [an, an + 1

log(n) ], fn(x) = 0 dla

pozostaªych x. Uzasadnij »e fn → 0 w Lp dla p < ∞. Uzasadnij »e ci¡g fn(x)
jest rozbie»ny dla x ∈ [0, 1].
5. Ci¡g fn jest zbie»ny w Lp dla pewnego p. Ponadto fn(x) → f(x) p.w.
Uzasadnij »e fn → f w Lp.
6. Podaj przykªad ci¡gu funkcji takiego »e fn(x) jest zbie»ny do 0 p.w., ale ci¡g
fn nie jest zbie»ny w Lp.
7. Niech fn ∈ Lp1 ∩ Lp2 . Zakªadamy »e fn jest zbie»ny zarówno w Lp1 jak i w
Lp2 . Uzasadnij »e granica w Lp1 jest równa granicy w Lp2 .
8. Podaj przykªad ci¡gu fn takiego »e fn ∈ L1 ∩ L2, fn jest zbie»ny w L1 lecz
rozbie»ny w L2. Podobnie podaj przykªad ci¡gu który jest zbie»ny w L2 lecz
rozbie»ny w L1.
9. Niech µ b¦dzie miar¡ sko«czon¡. Powiemy »e ci¡g funkcji mierzalnych fn
zbiega wedªug miary do f wtedy i tylko wtedy gdy dla ka»dego ε > 0 mamy

µ({x : |fn(x)− f(x)| > ε})→ 0.

Uzasadnij »e ci¡g fn zbiega wedªug miary do f wtedy i tylko wtedy gdy∫
|fn(x)− f(x)|

1 + |fn(x)− f(x)|
→ 0.

Wywnioskuj st¡d »e istnieje metryka na przestrzeni funkcji mierzalnych taka »e
zbie»no±¢ wedªug miary to zbie»no±¢ wzgl¦dem tej metryki.
10. Zakªadamy »e miara jest sko«czona. Uzasadnij »e je±li fn(x)→ f(x) p.w. to
ci¡g fn jest zbie»ny wedªug miary do f . Uzasadnij »e je±li fn jest zbie»ny wedªug
miary do f to z ci¡gu fn mo»na wybra¢ podci¡g fnk

taki »e fnk
(x)→ f(x) p.w.

Wywnioskuj st¡d »e ci¡g fn jest zbie»ny wedªug miary do f wtedy i tylko wtedy
gdy z ka»dego podci¡gu mo»na wybra¢ podci¡g zbie»ny punktowo p.w.
Wskazówka: Do wybrania podci¡gu zbie»nego punktowo u»yj warunek z po-
przedniego zadania i metod¦ z dowodu twierdzenia o zupeªno±ci L1.
11. (Twierdzenie Jegorowa). Zakªadamy »e miara jest sko«czona. Uzasadnij
»e je±li ci¡g fn(x) → f(x) p.w. to ka»dego ε > 0 istnieje zbiór A taki »e
µ(X −A) < ε i fn jest zbie»ny jednostajnie na A.
Wskazówka: Po u»yciu warunku z zadania 9 jest to podobne do zadania 1 listy
10. Dokªadniej, przy ustalonym δ niech Bm = {x : ∀n>m|fn(x) − f(x)| < δ}.

1



Wtedy X = ∪∞m=1Bm. Wynik dostaniemy znajduj¡c A taki »e µ(X − A) < ε i
dla ka»dego δ = 2−1 istnieje m taki »e A ⊂ Bm.
12. Udowodnij twierdznie Lebesque'a o ograniczonej zbie»no±ci u»ywaj¡c twier-
dzenie Jegorowa (czyli wynik zadania 11) i nie u»ywaj¡c innych twierdze« o
zbie»no±ci caªek.
13. Zakªadamy »e miara jest sko«czona. Uzasadnij »e teza twierdznia Lebe-
sque'a o ograniczonej zbie»no±ci pozostaje prawdziwa je±li zakªadamy »e fn d¡»y
wedªug miary do f i istnieje funkcja caªkowalna h taka »e |fn| ≤ h.
14. Dla jakich p poni»sze funkcje nale»¡ do Lp?

exp(−|x|),

1
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1 + |x|
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1
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√
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√
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