Analiza matematyczna 2B, Lista 11
1. Podaj przyktad funkcji ciagtej na (0, 1], takiej ze catka niewlasciwa

1
/ f(z)dx
0
jest zbiezna, ale f ¢ L.
2. Uzasadnij ze jesli f jest ciagla na (0,1]i f € L' to calka niewtasciwa

1
| @iz
0
jest zbiezna.

3. Niech f € LP* N LP2 dla p; < py. Uzasadnij ze f € L? dla g € [p1,p2].

4. Niech a, = 27"(n — 2") dla n € [2",2"T!). Ciag funkcji f, dla n > 2
definiujemy nastepujaco: f,(z) = 1 dla = € [a,,a, + m], Jn(z) = 0 dla
pozostatych x. Uzasadnij ze f,, — 0 w L? dla p < co. Uzasadnij ze ciag f,(x)
jest rozbiezny dla = € [0, 1].

5. Ciag f, jest zbiezny w LP dla pewnego p. Ponadto f,(z) — f(z) p.w.
Uzasadnij ze f, — f w LP.

6. Podaj przyktad ciagu funkcji takiego ze f,,(z) jest zbiezny do 0 p.w., ale ciag
[ nie jest zbiezny w LP.

7. Niech f,, € LPr N LP2. Zakladamy ze f, jest zbiezny zaréwno w LP* jak i w
LP2, Uzasadnij ze granica w LP' jest réwna granicy w LP2.

8. Podaj przyklad ciagu f, takiego ze f, € L' N L%, f, jest zbiezny w L' lecz
rozbiezny w L?. Podobnie podaj przyklad ciggu ktory jest zbiezny w L? lecz
rozbiezny w L!.

9. Niech p bedzie miara skoniczong. Powiemy ze ciag funkcji mierzalnych f,
zbiega wedlug miary do f wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego ¢ > 0 mamy

p{z | fu(z) — f(z)] > e}) = 0.

Uzasadnij ze ciag f, zbiega wedtug miary do f wtedy i tylko wtedy gdy

fula) — ()]
/1+ @) — f)] "

Wywnioskuj stad ze istnieje metryka na przestrzeni funkeji mierzalnych taka ze
zbiezno$¢ wedltug miary to zbiezno$¢ wzgledem tej metryki.

10. Zakladamy ze miara jest skoniczona. Uzasadnij ze jesli f,,(z) — f(x) p.w. to
ciag fn jest zbiezny wedtug miary do f. Uzasadnij ze jesli f,, jest zbiezny wedlug
miary do f to z ciagu f, mozna wybra¢ podciag f,, takize f,, () — f(x) p.w.
Wywnioskuj stad ze ciag f, jest zbiezny wedlug miary do f wtedy i tylko wtedy
gdy z kazdego podciagu mozna wybraé podciag zbiezny punktowo p.w.
Wskazoéwka: Do wybrania podciaggu zbieznego punktowo uzyj warunek z po-
przedniego zadania i metode z dowodu twierdzenia o zupetnosci L'.

11. (Twierdzenie Jegorowa). Zakladamy ze miara jest skoriczona. Uzasadnij
ze jesli ciag fn(z) — f(x) p.w. to kazdego € > 0 istnieje zbior A taki ze
w(X — A) < el f, jest zbiezny jednostajnie na A.

Wskazowka: Po uzyciu warunku z zadania 9 jest to podobne do zadania 1 listy
10. Doktadniej, przy ustalonym 6 niech By, = {z : Vosm|fu(z) — f(2)] < 6}




Wtedy X = USS_; B,,. Wynik dostaniemy znajdujac A taki ze u(X — A) <ei
dla kazdego § = 27! istnieje m taki ze A C By,.

12. Udowodnij twierdznie Lebesque’a o ograniczonej zbiezno$ci uzywajac twier-
dzenie Jegorowa (czyli wynik zadania 11) i nie uzywajac innych twierdzen o
zbieznosci catek.

13. Zakladamy ze miara jest skoriczona. Uzasadnij ze teza twierdznia Lebe-
sque’a o ograniczonej zbieznosci pozostaje prawdziwa jesli zaktadamy ze f,, dazy
wedtug miary do f i istnieje funkcja catkowalna h taka ze |f,| < h.

14. Dla jakich p ponizsze funkcje naleza do LP?
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