
Analiza matematyczna 2B, Lista 12

1. Poka» »e zbiór funkcji postaci exp(−tx) dla t > 0 jest g¦sty w C0[0,∞) (tzn.
w zbiorze funkcji ci¡gªych na [0,∞) takich »e granica w ∞ to 0).
2. Oblicz wspóªczynniki cn szeregu Fouriera dla nast¦puj¡cych funkcji:
f(x) = x dla x ∈ [0, π), f(x) = 0 dla x ∈ [π, 2π]
f(x) = x dla x ∈ [0, π), f(x) = x− 2π dla x ∈ [π, 2π]
f(x) = max(sin(x)− a, 0)
3. Dla jakich p ∈ [1,∞] szereg fn jest zbie»ny w Lp gdy

fn(x) =
1

n
dla x ∈ [n, n+ 1), 0 poza tym,

fn(x) = 2−an dla x ∈ [2n, 2n+1), 0 poza tym.

4. Niech f1(x) = 1, f2(x) = x, f3(x) = 1−2x2 i niech V b¦dzie podprzestrzeni¡
L2([−1, 1]) rozpi¦t¡ przez f1, f2, f3. Znajd¹ najlepsze przybli»enie w normie
L2([−1, 1]) do exp(x) przy pomocy funkcji z podprzestrzeni V .
5. Uzasadnij »e je±li f jest absolutnie ci¡gªa i f ′ (sªaba pochodna) jest w Lp z
p > 1 to f speªnia warunek Höldera z wykªadnikiem α = 1− 1

p .

Wskazówka: U»yj nierówno±¢ Höldera do oszacowania caªki z f ′.
6. Niech C b¦dzie klasycznym zbiorem Cantora. Funkcj¦ F de�ninujemy na-
st¦puj¡co. Je±li x ∈ C to zapisujemy x jako x = 2

∑∞
i=1 ci3

−i gdzie ci ∈
{0, 1} i przyjmujemy F (x) =

∑∞
i=1 ci2

−i. Dla x /∈ C przyjmujemy F (x) =
supy∈C,y≤x F (y). Uzasadnij »e F jest ci¡gªa, ale nie jest absolutnie ci¡gªa.
Niech µ b¦dzie miar¡ zwi¡zan¡ z F tak¡ »e µ((a, b]) = F (b)− F (a). Uzasadnij
»e µ jest skupiona za zbiorze Cantora.
7. Niech f : R 7→ R b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡ speªniaj¡c¡ warunek

f(
x+ y

2
) ≤ f(x) + f(y)

2

Uzasadnij »e istnieje przedziaª otwarty I taki »e f jest ograniczona na I.
Komentarz: Jest to gªówny krok w dowodzie »e taka f jest ci¡gªa (a wi¦c i
wypukªa). Bez zaªorzenia mierzalno±ci f mo»e by¢ nieograniczona.
8. Uzasadnij »e je±li f speªnia warunek Lipszitza i jest ró»niczkowalna, za±
g ∈ L1 to f ? g jest ró»niczkowalna i na ci¡gª¡ pochodn¡.
Wskazówka: Do ró»niczkowalno±ci u»yj twierdzenie Lebesgue'a o ograniczonej
zbie»no±ci.
9. Niech M > 0 b¦dzie liczb¡ za± f : R 7→ R funkcj¡ tak¡ »e |f(x)| < M
i |f ′(x)| < M . Uzasadnij »e dla dowolnego δ > 0 istnieje funkcja g taka »e
|g(x)− g(x)| < δM/2 i |g′′(x)| < M

δ .
Wskazówka: U»yj odpowiedni splot.
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