Analiza matematyczna 2B, Lista 12
1. Pokaz ze zbior funkeji postaci exp(—tx) dla t > 0 jest gesty w C[0, 00) (tzn.
w zbiorze funkeji ciaglych na [0, c0) takich ze granica w oo to 0).
2. Oblicz wspotczynniki ¢, szeregu Fouriera dla nastepujacych funkecji:
flx)=zdlax €[0,7), f(x) =0dlaz € [r,27]
flx)=zdlax € [0,n), f(x) =2 —2n dla z € [m,27]
f(z) = max(sin(z) — a,0)
3. Dla jakich p € [1, 00] szereg f, jest zbiezny w LP gdy

1
fulx) = - dla z € [n,n + 1), 0 poza tym,

fo(z) =279 dla z € [2",2""1), 0 poza tym.

4. Niech fi(z) =1, fo(x) = z, f3(x) = 1 —222 i niech V bedzie podprzestrzenia
L?([-1,1]) rozpieta przez fi, fo, f3. ZnajdZ najlepsze przyblizenie w normie
L?([-1,1]) do exp(x) przy pomocy funkcji z podprzestrzeni V.

5. Uzasadnij ze jesli f jest absolutnie ciagta i f' (staba pochodna) jest w L? z
p > 1to f spelia warunek Holdera z wyktadnikiem oo = 1 — %.

Wskazowka: Uzyj nierownosé Holdera do oszacowania calki z f.

6. Niech C bedzie klasycznym zbiorem Cantora. Funkcje F' defininujemy na-
stepujaco. Jesli z € C to zapisujemy z jako z = 2) o, ¢;37¢ gdzie ¢; €
{0,1} i przyjmujemy F(z) = > ;o ¢;27% Dla z ¢ C przyjmujemy F(z) =
SUp,ecy < F(y). Uzasadnij ze F jest ciagta, ale nie jest absolutnie ciagta.
Niech p bedzie miara zwiazana z F' taka ze p((a, b)) = F(b) — F(a). Uzasadnij
ze | jest skupiona za zbiorze Cantora.

7. Niech f: R — R bedzie funkcja mierzalng spetniajaca warunek
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Uzasadnij ze istnieje przedzial otwarty I taki ze f jest ograniczona na I.
Komentarz: Jest to gléowny krok w dowodzie ze taka f jest ciagla (a wiec i
wypukla). Bez zalorzenia mierzalnosci f moze by¢ nieograniczona.

8. Uzasadnij ze je$li f spelnia warunek Lipszitza i jest rézniczkowalna, zas
g € L' to f % g jest rézniczkowalna i na ciggla pochodna.

Wskazowka: Do rézniczkowalnosci uzyj twierdzenie Lebesgue’a o ograniczonej
zbieznosci.

9. Niech M > 0 bedzie liczba zas f : R — R funkcja taka ze |f(z)] < M
i|f'(x)] < M. Uzasadnij ze dla dowolnego § > 0 istnieje funkcja g taka ze
lg(x) — g(@)] < 5M/21 |g"(x)| < AL.

Wskazowka: Uzyj odpowiedni splot.



