
Analiza matematyczna 2B, Lista 2

1. Uzasadnij »e je±li P1, i = 1, . . . ,m s¡ bezkwadratowe i parami wzgl¦dnie
pierwsze i αi 6= −1 dla i = k + 1, . . . ,m, to istniej¡ wielomiany S i T takie »e∫

R

m∏
i

Pαi
i dx =

∫
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i
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i

przy tym T mo»na wybra¢ tak by stopie« T byª mniejszy ni» stopie«
∏m
i=k+1 Pi.

2. W zale»no±ci∫
(ax+b)(Ax2+Bx+C)α =

∫
(cx+d)((x−x1)(x−x2))α+1+(ex+f)((x−x1)(x−x2))α+1

wyznacz c, d, e, f w terminach a, b, A,B,C, α.
3. Metod¡ Hermite'a oblicz caªki:∫

7x− 1

(2x2 + 2x+ 2)
√
x2 + x+ 1

,

∫
2x3 − 9x2 − 4x− 10

(2x3 + 4x+ 2)
√
x3 + 2 x+ 1

,∫
x2 + 12x+ 2

(3x2 − 3x+ 9) 3
√
x2 − x+ 3

.

4. Chcemy obliczy¢ caªk¦ z R(x, y)dx gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡ za± y2 =

ax2 + bx+ c. Uzasadnij »e bior¡c z = y −
√
ax lub z = y−

√
c

x (to s¡ dwa ró»ne
podstawienia) mo»na wyliczy¢ x i y w terminach z i sprowadzi¢ caªk¦ do caªki
z funkcji wymiernaj.
5. Za pomoc¡ podstawienia sprowad¹ nast¦puj¡ce caªki do caªki z funkcji wy-
miernych i oblicze je: ∫

(x+ 1)
√
x+ 1

x− 1∫
3√

x2 + 1∫
(4− x) 1

3

x

6. Za pomoc¡ podstawienia sprowad¹ nast¦puj¡ce caªki do caªki z funkcji wy-
miernych i oblicze je: ∫

ex2 + 4 ex

ex + 3∫
sin (x)

2 − sin (x) + cos (x)
3

cos (x)
2
sin (x)− cos (x)

2

7. Oblicze nast¦puj¡ce caªki: ∫
x arcsin(x)√

1− x2∫
log(x+

√
1 + x2)√

1− x2

1



8. Z 5 caªek ni»ej 3 s¡ bªedne. Znajd¹ je be obliczania caªek czy ró»niczkowania
prawej strony. Uzasadnij.∫

x+ 1

2 x
√

log (x) + x
= x2 + log(log(x) + x)

∫
exp(x)

(x+ exp(x))2
= exp(x2) +

1

x+ exp(x)∫
−log (x) + 1

log (x)
2
+ 2 x log (x) + x2

=
log (x)

log (x) + x∫
18 log (x)

2 − 18 log (x)− 2

x log (x)
2 − x

= 17 log

(
x

log (x) + 1

)
+ log

(
− x

log (x)− 1

)
∫

log (x)

log (x)
2 − x

= log(exp(x) + 1) + log(log(x)2 − x)

9. Chcemy obliczy¢
∫
R(x, y)dx gdzie y speªnia równanie P (x, y) = 0. Uzasadnij

»e je±li istnieje k > 1 i S, T takie »e R(x, y) = xk−1S(xk, y) i P (x, y) = T (xk, y)
to caªk¦ mo»emy upro±ci¢ przez podstawienie. W szczególno±ci∫

x3√
(1− x2)(1− kx2)

dx

mozna sprowadzi¢ do caªkowania funkcji wymiernych.
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