
Analiza matematyczna 2B, Lista 4

1. Niech f b¦dzie ograniczon¡ nieujemn¡ funkcj¡ nierosn¡c¡. Uzasadnij »e je±li

istnieje x0 i q < 1 takie »e dla x ≥ x0 zachodzi nierówno±¢

f(exp(x)) exp(x)

f(x)
≤ q

to caªka ∫ ∞
0

f(x)dx

jest zbie»na. Je±li dla x > x0 zachodzi nierówno±¢

f(exp(x)) exp(x)

f(x)
≥ 1

to caªka jest rozbie»na. Co wyjdzie dla funkcji

f(x) =
(log(log(log(x+ 1) + 1) + 1) + 1)α

(x+ 1)(log(x+ 1) + 1)(log(log(x+ 1) + 1) + 1)

Wskazówka. Niech xk = exp(xk−1) dla k ≥ 1 i Ik =
∫ xk+1

xk
f(x). Porównaj Ik z

Ik+1.

2. Oblicz nast¦puj¡ce caªki ∫ 2π

0

sin2(x)dx,∫ π

0

sin2(x)dx,∫ π
2

0

sin2(x)dx,∫ π

0

cos2(x)dx.

3. Niech f(x) = exp(x)
x+exp(x) . Uzasadnij »e

∫∞
−∞(f(x+ 1) − f(x))dx jest zbie»na i

jej warto±¢ to 0.
4. Poka», »e limn→∞

∫ a
0
sin(nx)dx = 0 dla ka»dego a ∈ R.

5. Oblicz caªki ∫ ∞
0

exp(−x)dx,∫ ∞
0

1

1 + x2
dx,∫ 1

0

exp(
√
x)√

x
dx.∫ ∞

1

x exp(−x2)dx.

6. Które z poni»szych caªek s¡ zbie»ne? Odpowied¹ uzasadnij.∫ −1
−∞

exp(x)

x
dx,

1



∫ 1

−1

exp(x)

x
dx,∫ ∞

1

exp(x)

x
dx,∫ ∞

0

exp(−x2)dx,∫ ∞
0

exp(x)

x+ exp(2x)
dx,∫ ∞

0

x

exp(x)− 1
dx,

∫ ∞
0

sin(x)dx,∫ ∞
0

sin(x2)dx,∫ ∞
0

x sin(x2)dx,∫ ∞
0

x sin(x3)dx,∫ ∞
0

sin(x)

x
dx,∫ ∞

0

cos(x)

x
dx,∫ ∞

2

1

log3(x)
dx,∫ ∞

2

cos(x)

log(x)
dx

7 Oblicz granice

lim
a→0+

∫ ∞
0

sin(x) exp(−ax)dx

lim
a→0+

∫ ∞
0

cos(x) exp(−ax)dx

2


