Analiza matematyczna 2B, Lista 6
1. Niech X bedzie zbiorem nieskoriczonym. Funkje M na podzbiorach X defi-
ninujemy nastepujaco: M(A) to liczba elementow A jesli A jest skoniczony zas
gdy A jest nieskoriczony to M (A) = oo. Uzasadnij ze M jest miara zewnetrzna
i ze kazdy podzbioér A C X jest mierzalny.
2. Niech X bedzie zbiorem nieskoniczonym. Funkcje M na podzbiorach X
defininujemy nastepujaco: M (A) = 0 jesli jesli A jest skoficzony i M(A) =1 w
przeciwnym przypadku. Uzasadnij ze M nie jest miara zewnetrzna.
3. Niech X bedzie zbiorem tréjelementowym. Funkcje M na podzbiorach X
defininujemy nastepujaco: M(A) to minimum z 2 i liczby elementéow A. Uza-
sadnij ze M jest miara zewnetrzng i ze jedyne podzbiory mierzalne X to 0 i
X.
4. Opisz najmniejsza algebre podzbioréw prostej rzeczywistj zawierajaca wszyst-
kie odcinki otwarte.
5. Uzasadnij bezposrednio (nie uzywajac wlasnosci miary) ze jesli w definicji
miary zewnetrznej Lebesgue’a zamieni sie odcinki otwarte na dowolne odcinki
to warto$¢ miary zewnetrznej si¢ nie zmieni.
6. Niech a; bedzie ciggiem liczb dodatnich takim ze s = Z;’io 2ia; < 1. Zbiory
A; budujemy nastepujaco: A; jest sumg 2° odcinkdéw domknetych réownej dtu-
gosci, Ag to odcinek [0,1], A;y1 otrzymujemy z A; usuwajac srodkowa czesé
dhugosci a; z kazdego z 2° odcinkéw domknietch w sume dajacych A;. Niech
C = N2y Ai. Uzasadnij ze jesli C' jest zawarte w sumie U pewnej skoriczone]
rodziny odcinkéw domknietych to A; C U dla dostatecznie duzych i. Uzasadnij
7e M(C)=1—1t>01ize C nie zawiera zadnego odcinka.
7. Niech f bedzie czterokrotnie rézniczkowalna na przedziale [a, b]. Zaktadamy
ze istnieje stala M taka ze |f*)(z)| < M dla kazdego z € [a,b]. Niech ¢ = %£2.
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Komentarz: Intuicyjnie oznacza to ze metoda prostokatéw jest bardzo doktadna
w $rodku odcinka, zas gtéwny wktad do btedu daja korice odcinka.



