
Analiza matematyczna 2B, Lista 6

1. Niech X b¦dzie zbiorem niesko«czonym. Funkj¦ M na podzbiorach X de�-
ninujemy nast¦puj¡co: M(A) to liczba elementów A je±li A jest sko«czony za±
gdy A jest niesko«czony to M(A) =∞. Uzasadnij »e M jest miar¡ zewn¦trzn¡
i »e ka»dy podzbiór A ⊂ X jest mierzalny.
2. Niech X b¦dzie zbiorem niesko«czonym. Funkcj¦ M na podzbiorach X
de�ninujemy nast¦puj¡co: M(A) = 0 jesli je±li A jest sko«czony i M(A) = 1 w
przeciwnym przypadku. Uzasadnij »e M nie jest miar¡ zewn¦trzn¡.
3. Niech X b¦dzie zbiorem trójelementowym. Funkcj¦ M na podzbiorach X
de�ninujemy nast¦puj¡co: M(A) to minimum z 2 i liczby elementów A. Uza-
sadnij »e M jest miar¡ zewn¦trzn¡ i »e jedyne podzbiory mierzalne X to ∅ i
X.
4. Opisz najmniejsz¡ algebr¦ podzbiorów prostej rzeczywistj zawieraj¡c¡ wszyst-
kie odcinki otwarte.
5. Uzasadnij bezpo±rednio (nie u»ywaj¡c wªasno±ci miary) »e je±li w de�nicji
miary zewn¦trznej Lebesgue'a zamieni si¦ odcinki otwarte na dowolne odcinki
to warto±¢ miary zewn¦trznej si¦ nie zmieni.
6. Niech ai b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich takim »e s =

∑∞
i=0 2

iai < 1. Zbiory
Ai budujemy nast¦puj¡co: Ai jest sum¡ 2i odcinków domkn¦tych równej dªu-
go±ci, A0 to odcinek [0, 1], Ai+1 otrzymujemy z Ai usuwaj¡c ±rodkow¡ cz¦±¢
dªugo±ci ai z ka»dego z 2i odcinków domkni¦tch w sume daj¡cych Ai. Niech
C =

⋂∞
i=0Ai. Uzasadnij »e je±li C jest zawarte w sumie U pewnej sko«czonej

rodziny odcinków domkni¦tych to Ai ⊂ U dla dostatecznie du»ych i. Uzasadnij
»e M(C) = 1− t > 0 i »e C nie zawiera »adnego odcinka.
7. Niech f b¦dzie czterokrotnie ró»niczkowalna na przedziale [a, b]. Zakªadamy
»e istnieje staªa M taka »e |f (4)(x)| ≤M dla ka»dego x ∈ [a, b]. Niech c = a+b

2 .
Uzasadnij »e

|
∫ b

a

f(x)dx− (b− a)f(c)− (b− a)3f ′′(c)
24

| ≤ (b− a)5M
245!

.

Niech n b¦dzie liczn¡ naturaln¡, h = b−a
n i xi = a+ 2i+1

2 h. Uzasadnij »e

|
∫ b

a

f(x)dx− h
n−1∑
i=0

(f(xi) + αf ′′(xi))| ≤
(b− a)5M
n4245!

gdzie α = h2

24 . Wywnioskuj st¡d »e

|
∫ b

a

f(x)dx− α(f ′(b)− f ′(a))− h
n−1∑
i=0

f(xi)| ≤
(b− a)513M

5760
.

Komentarz: Intuicyjnie oznacza to »e metoda prostok¡tów jest bardzo dokªadna
w ±rodku odcinka, za± gªówny wkªad do bª¦du daj¡ ko«ce odcinka.
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