
Analiza matematyczna 2B, Lista 7

1. Uzasadnij »e zbiór tych liczb z odcinka [0, 1] które w zapisie dziesi¦tnym nie
u»ywaj¡ cyfry 9 jest miary 0. Podobnie zbiór tych liczb rzeczywistych które w
zapisie dziesi¦tnym cyfra 9 wyst¦puje tylko sko«cznie wiele razy. Uzasadnij »e
oba zbiory s¡ nieprzeliczalne.
2. Niech S b¦dzie podzbiorem zbioru liczb naturalnych za± AS b¦dzie zbiorem
tych liczb rzeczywistych x »e n-ta cyfra x po przecinku to 9 dla n ∈ S. Uzasadnij
»e dla niesko«czonego S zbiór AS jest nieprzeliczalny miary 0.
3. Niech A b¦dzie zbiorem tych punktów w Rn które maj¡ co najmniej jedn¡
wspóªrz¦dn¡ wymiern¡. Uzasadnij »e A jest zbiorem borelowskim (dokªadniej
jest typu Fσ).
4. Niech T b¦dzie sko«czonym zbiorem (rodzin¡) zbiorem odcinków otwartych.
Uzasadnij »e istniej¡ podrodziny T1 ⊂ T i T2 ⊂ T takie »e Ti jest rodzin¡
odcinków rozª¡cznych i ⋃
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5. Niech f : R 7→ R b¦dzie dowoln¡ funkcj¡. Uzasadnij »e zbiór tych x »e f jest
ró»niczkowalna w x jest zbiorem borelowskim (dokªadniej, zbiorem Gδ).
Wskazówka: Jest to podobne do przykªadu z punktami ci¡gªo±ci, tyle »e zamiast

bra¢ |f(x)− q| ≤ 1
n trzeba wzi¡±¢ |f(x)− ax− b| ≤ |I|

n .
6. Uzasadnij »e je±li A ⊂ [0, 1] jest podzbiorem takim »e A ma wspólny punkt
z dowolnym nieprzeliczalnym podzbiorem domkni¦tym odcinka [0, 1], to A ma
miar¦ zewn¦trzn¡ 1. Wywnioskuj st¡d »e je±li zbiory A1 i A2 maj¡ wªasno±¢
wy»ej i s¡ rozª¡czne, to A1 i A2 s¡ niemierzalne.
7. Rodzina S skªada si¦ z podzbiorów [0, 1]× [0, 1] postaci I × [0, 1] gdzie I jest
podzbiorem otwartym [0, 1]. Niech B b¦dzie najmniejsz¡ σ-algebr¡ zawieraj¡c¡
S. Uzasadnij »e A ∈ B wtedy i tylko wtedy gdy A jest postaci B × [0, 1] dla
pewnego borelowskiego B ⊂ [0, 1].
8. Niech C b¦dzie klasycznym zbiorem Cantora, tzn. zbiorem tych liczb z
przedziaªu [0, 1] które daje si¦ zapisa¢ przy podstawie 3 bez u»ycia cyfry 2.
Uzasadnij »e istnieje funkcja F : [0, 1] 7→ [0, 1] taka »e F (C) = [0, 1], F jest
ci¡gªa i nierosn¡ca, tzn. dla x ≤ y mamy F (x) ≤ F (y). Wywnioskuj st¡d »e
obraz zbioru mierzalnego przez funkcj¦ ci¡gª¡ nie musi by¢ zbiorem mierzalnym.
Komentarz: Obraz zbioru borelowskiego przez funkcj¦ ci¡gª¡ zawsze jest zbio-
rem mierzalnym (cho¢ nie musi by¢ zbiorem borelowskim).
9. Niech F : R 7→ R speªnia warunek Lipschitza z pewn¡ staª¡. Uzasadnij »e
obraz zbioru miary 0 przez F jest zbiorem miary 0. Wywnioskuj st¡d »e obraz
zbioru mierzalnego przez F jest mierzalny.

10. Niech F b¦dzie ci¡gªa na odcinku [0, 1]. Uzasadnij »e je±li
∫ b
a
F (x)dx = 0

dla dowolnych a, b ∈ [0, 1], to F (x) = 0 dla dowolnego x ∈ [0, 1].
Wskazówka: Uzasadnij »e je±li f(x) > t to istniej¡ a, b takie »e x ∈ (a, b) i
f(y) > t dla y ∈ (a, b) ∩ [0, 1].
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