Analiza matematyczna 2B, Lista 7
1. Uzasadnij ze zbior tych liczb z odcinka [0, 1] ktére w zapisie dziesietnym nie
uzywaja cyfry 9 jest miary 0. Podobnie zbiér tych liczb rzeczywistych ktére w
zapisie dziesietnym cyfra 9 wystepuje tylko skoncznie wiele razy. Uzasadnij ze
oba zbiory sa nieprzeliczalne.
2. Niech S bedzie podzbiorem zbioru liczb naturalnych za§ Ag bedzie zbiorem
tych liczb rzeczywistych x ze n-ta cyfra x po przecinku to 9 dlan € S. Uzasadnij
ze dla nieskonczonego S zbiér Ag jest nieprzeliczalny miary 0.
3. Niech A bedzie zbiorem tych punktéw w R™ ktére maja co najmniej jedna
wspOlrzedng wymierna. Uzasadnij ze A jest zbiorem borelowskim (dokladniej
jest typu F,).
4. Niech T bedzie skoriczonym zbiorem (rodzina) zbiorem odcinkéw otwartych.
Uzasadnij ze istnieja podrodziny T3 C T i Ty C T takie ze T; jest rodzing

odcinkéw roztacznych i
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5. Niech f : R — R bedzie dowolng funkcja. Uzasadnij ze zbior tych = ze f jest
rozniczkowalna w x jest zbiorem borelowskim (doktadniej, zbiorem Gs).
Wskazowka: Jest to podobne do przyktadu z punktami ciggtosci, tyle ze zamiast
bra¢ |f(z) — q| < L trzeba wzias¢ | f(z) — az — b < %

6. Uzasadnij ze jesli A C [0, 1] jest podzbiorem takim 7e A ma wspolny punkt
z dowolnym nieprzeliczalnym podzbiorem domknietym odcinka [0, 1], to A ma
miare zewnetrzng 1. Wywnioskuj stad ze jesli zbiory A; i As maja wlasnosé
wyzej 1 sg roztaczne, to Ay i A sa niemierzalne.

7. Rodzina S sklada si¢ z podzbiorow [0, 1] x [0, 1] postaci I x [0, 1] gdzie I jest
podzbiorem otwartym [0, 1]. Niech B bedzie najmniejsza o-algebra zawierajaca
S. Uzasadnij ze A € B wtedy i tylko wtedy gdy A jest postaci B x [0,1] dla
pewnego borelowskiego B C [0, 1].

8. Niech C bedzie klasycznym zbiorem Cantora, tzn. zbiorem tych liczb z
przedziatu [0,1] ktore daje sie zapisa¢ przy podstawie 3 bez uzycia cyfry 2.
Uzasadnij ze istnieje funkcja F : [0,1] — [0,1] taka ze F(C) = [0,1], F jest
ciagla i nierosnaca, tzn. dla z < y mamy F(x) < F(y). Wywnioskuj stad ze
obraz zbioru mierzalnego przez funkcje ciagta nie musi by¢ zbiorem mierzalnym.
Komentarz: Obraz zbioru borelowskiego przez funkcje ciagla zawsze jest zbio-
rem mierzalnym (cho¢ nie musi by¢ zbiorem borelowskim).

9. Niech F': R +— R spelnia warunek Lipschitza z pewna stala. Uzasadnij ze
obraz zbioru miary 0 przez F jest zbiorem miary 0. Wywnioskuj stad ze obraz
zbioru mierzalnego przez F jest mierzalny.

10. Niech F bedzie ciagla na odcinku [0, 1]. Uzasadnij ze jesli f; F(z)dx =0
dla dowolnych a,b € [0,1], to F(x) = 0 dla dowolnego x € [0, 1].

Wskazowka: Uzasadnij ze jesli f(z) > ¢ to istnieja a,b takie ze z € (a,b) i
f(y) >tdlaye (a,b)N]0,1].



