
Analiza matematyczna 2B, Lista 8

1. Uzasadnij »e w Rn podprzestrze« n− 1 wymiarowa ma miar¦ 0.
2. Niech f : [0, 1] 7→ [0, 1] b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Uzasadnij »e wykres f jako
podzbiór [0, 1]2 ma miar¦ 0.
3. Niech f b¦dzie funkcj¡ z (0, 1) w (0, 1)n która liczbie majacej zapis dziesi¦tny
0.c1c2 . . . przyporz¡dkowuje wektor (0.c1cn+1 . . . , 0.c2cn+2 . . . , . . . , 0.cnc2n . . . )
Je±li liczba ma dwa zapisy to wybieramy zapis maj¡cy niesko«czenie wiele zer.
Uzasadnij »e obraz f ograniczonego do liczb niewymiernych zawiera wszystkie
elementy (0, 1)n które maj¡ co najmniej jedn¡ wspóªrz¦dn¡ niewyniern¡. Czy
f ograniczona do liczb niewymiernych jest ró»nowarto±ciowa?
4. Niech µ b¦dzie miar¡ na przestrzeni X (dokªadniej miar¡ na pewnej σ-
algebrze podzbiorów X), za± f : X 7→ Y dowoln¡ funkcj¡. Funkcj¦ ν na
podzbiorach Y de�ninijemy jako ν(A) = µ(f−1(A)) o ile f−1(A) nale»y do
dziedziny µ. Uzasadnij »e ν jest miar¡ na Y (w szczególno±ci dziedzina ν to
pewna σ-algebra podzbiorów Y ).
5. Niech F : R 7→ R b¦dzie funkcj¡ niemalej¡c¡ i prawostronnie ci¡gª¡. Niech A
b¦dzie sum¡ odcinków póªotwartych (a, b] takich »e F jest staªa na (a, b]. Uza-
sadnij »e istnieje dokªadnie jedna funkcja niemalej¡ca i prawostronnie ci¡gªa G
taka »e G(F (x)) = x dla x ∈ R − A okre±lona na pewnym (skonczonym lub
miesko«czonym ) przedziale. Poka» »e je±li F jest rosn¡ca to G jest ci¡gªa. Wy-
wnioskuj st¡d »e istnieje dokªadnie jedna miara µ na podzbiorach borelowskich
prostej taka »e µ((a, b]) = F (b)− F (a).
6. Niech µ b¦dzie miar¡ na podzbiorach borelowskich R tak¡ »e µ((−∞, b]) jest
sko«czone dla dowolnego b. Niech F (b) = µ((−∞, b]). Uzasadnij »e µ((a, b]) =
F (b)− F (a) i »e F jest niemalej¡ca i prawostronnie ci¡gªa.
Komentarz: Wynik zadania 6 daje si¦ uogólni¢ na miary takie »e µ([a, b]) <∞
dla dowolnych sko«czonych a i b. Razem zadania 5 i 6 daj¡ konstrukcj¦ szerokiej
klasy miar na R.
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