Analiza matematyczna 2B, Lista 8
1. Uzasadnij ze w R™ podprzestrzen n — 1 wymiarowa ma miare 0.
2. Niech f :[0,1] — [0,1] bedzie funkcja ciagta. Uzasadnij ze wykres f jako
podzbior [0,1]* ma miare 0.
3. Niech f bedzie funkcja z (0,1) w (0,1)™ ktora liczbie majacej zapis dziesietny
0.c1ca ... przyporzadkowuje wektor (0.cicpi1...,0.ca¢n42...y...,0.cnCop .. .)
Jesli liczba ma dwa zapisy to wybieramy zapis majacy nieskonczenie wiele zer.
Uzasadnij ze obraz f ograniczonego do liczb niewymiernych zawiera wszystkie
elementy (0,1)™ ktore maja co najmniej jedna wspotrzedna niewynierna. Czy
f ograniczona do liczb niewymiernych jest réznowarto$ciowa?
4. Niech p bedzie miarag na przestrzeni X (dokladniej miara na pewnej o-
algebrze podzbiorow X), zas f : X — Y dowolng funkcja. Funkcje v na
podzbiorach Y defininijemy jako v(A) = p(f~1(A4)) o ile f~1(A) nalezy do
dziedziny p. Uzasadnij ze v jest miara na Y (w szczegolnosci dziedzina v to
pewna o-algebra podzbiorow Y).
5. Niech F': R — R bedzie funkcja niemalejaca i prawostronnie ciagla. Niech A
bedzie suma odcinkéow pototwartych (a, b] takich ze F jest stala na (a,b]. Uza-
sadnij ze istnieje doktadnie jedna funkcja niemalejgca i prawostronnie cigglta G
taka ze G(F(z)) = x dla € R — A okreslona na pewnym (skonczonym lub
mieskoniczonym ) przedziale. Pokaz ze jeSli F' jest rosnaca to G jest ciagta. Wy-
wnioskuj stad ze istnieje doktadnie jedna miara u na podzbiorach borelowskich
prostej taka ze p((a,b]) = F(b) — F(a).
6. Niech u bedzie miarg na podzbiorach borelowskich R taka ze p((—oo,b]) jest
skoriczone dla dowolnego b. Niech F(b) = p((—o0,b]). Uzasadnij ze p((a, b)) =
F(b) — F(a) i ze F jest niemalejaca i prawostronnie ciagta.
Komentarz: Wynik zadania 6 daje sie uogoélni¢ na miary takie ze u([a,b]) < oo
dla dowolnych skoniczonych a i b. Razem zadania 5 i 6 daja konstrukcje szerokiej
klasy miar na R.



