
Analiza matematyczna 2B, Lista 9

1. Uzasadnij »e je±li A ⊂ [0, 1] jest mierzalny, to dla dowolnego ε > 0 istnieje
sko«czona rozdzina otwartych odcinków rozª¡cznych {Ii} taka »e przy B =

∑
i Ii

mamy M1(A−B) +M1(B −A) < ε.
2. Niech f : [0, 1] 7→ [0, 1] b¦dzie funkcj¡ zadan¡ wzorami f(x) = 2x dla
x ∈ [0, 12 ] i f(x) = 2(1− x) dla x ∈ ( 12 , 1]. Niech f

−1(A) oznacza przeciwobraz,

za± dla n > 1 niech f−n(A) = f−1(f−(n−1)(A)). Uzasadnij »e

1. Dla dowolnego odcinka I ⊂ [0, 1] mamy M1(f
−1(I)) =M1(I).

2. Dla dowolenego mierzalnego A ⊂ [0, 1] mamy M1(f
−1(A)) =M1(A).

3. Dla dowolnego odcinka I zbiór In = f−n(A) jest sum¡ 2n odcinków, przy
tym In ∩ [ k

2n ,
k+1
2n ) jest odcinkiem dªugo±ci 2−nM1(I).

4. Dla dowolnych odcinków I i J mamy

lim
n→∞

M1(J ∩ f−n(I)) =M1(J)M1(I)

5. Dla dowolnych mierzalnych A,B ⊂ [0, 1] mamy

lim
n→∞

M1(A ∩ f−1(B)) =M1(A)M1(B)

Wskazówka: punkt 5 wynika z 4 i zadania 1.
3. Niech f b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡ z [0, 1] w [0, 1] która ma mierzal¡ funkcj¦
odwrotn¡ i tak¡ »e M1(f(A)) =M1(A). Niech A ⊂ [0, 1] b¦dzie zbiorem dodat-
niej miary. Uzasadnij »e istnieje taka dodatnie liczba caªkowita n »e A∩ fn(A)
jest dodatniej miary. Niech

B = {x :∈ A : ∃n>0f
n(x) ∈ A}

Uzasadnij »e M1(A−B) = 0.
Wskazawka: Zauwa» »e zbiory A, f(A), . . . , fn(A), . . . nie mog¡ by¢ rozª¡czne.
4. Uzasadnij »e nast¦puj¡ce funkcje s¡ borelowsko mierzalne: cz¦±¢ caªkowita,
cz¦±¢ uªamkowa, pozycja pierwszej niezerowej cyfry, ilo±¢ pocz¡tkowych jedynek
w rozwini¦ciu dziesi¦tnym.
5. Niech f : R 7→ R b¦dzie dowoln¡ funkcj¡. Funkcj¦ g de�ninujemy nast¦pu-
j¡co:

g(x) = lim sup
y→x

f(y)

Uzasadnij »e g jest borelowsko mierzalna.
6. Niech f : R 7→ R b¦dzie dowoln¡ funkcj¡. Uzasadnij »e pochodna f jest
borelowsko mierzalna (tam gdzie jest zde�niowana).
7. Niech X b¦dzie dowolnym zbiorem za± Ai, i = 1, . . . b¦d¡ podzbiorami X.
Niech

f(x) =

∞∑
i=1

2−i1Ai

Uzasadnij »e f(x) ∈ [0, 1] i »e przeciwobraz F−1(A) dowolnego podzbioru bore-
lowskiego A ⊂ [0, 1] nale»y do σ-algebry generowanej przez rodzin¦ Ai. Zaªó»my
dodatkowo Ai rozdzielaj¡ punkty X, tzn. dla dowolnych x, y ∈ X, takich »e
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x 6= y istnieje i takie »e 1Ai
(x) 6= 1Ai

(y). Uzasadnij »e wtedy f jest ró»nowarto-
±ciowa. Ponadto dla ka»dego i istniej¡ podzbiory borelowskie odcinka Bi takie
»e Ai = f−1(Bi) (jako Bi mo»na wzi¡±¢ sko«czon¡ sum¦ pewnych odcinków).
Je±li X jest przestrzeni¡ metryczn¡ o±rodkow¡ za± Ai tworz¡ baz¦ topologii X
to Ai rozdzielaj¡ punkty. Wywnioskuj st¡d »e f i odwrotno±¢ f s¡ borelowsko
mierzalne jako funkcje pomi¦dzy X i f(X) (mówimy wtedy »e X i f(X) s¡
borelowko izomor�czne).
Komentarz: Podana wy»ej funkcja nazywana jest funkcj¡ Marczewskiego.
8. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ o±rodkow¡, za± µ b¦dzie miar¡ na
podzbiorach borelowskich X tak¡ »e µ(X) = 1. Uzasadnij »e instnieje podziór
A ⊂ [0, 1] i funkcja borelowsko mierzalna f : A 7→ X taka »e dla dowolnego
borelowskiego B ⊂ X mamy µ(B) = M1(f

−1(B)) gdzie M1 oznacza miar¦
zewn¦trzn¡ Lebesgue'a.
Wskazówka: U»yj poprzednie zadanie by otrzyma¢ A, f i miar¦ ν na A tak¡ »e
µ(B) = ν(f−1(B)). Nast¦pnie u»yj zadania 5 i 6 z poprzedniej listy by zast¡pi¢
ν przez M1.
9. NiechX b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ za± Ei b¦d¡ zbiorami rozª¡cznymi takimi
»e

⋃∞
i=1Ei = X. Uzasadnij »e dla dowolnej funkcji mierzalnej f : X 7→ [0,∞]

mamy równo±¢ ∫
f =

∞∑
i=1

∫
Ei

f.

10. Niech f : Rn 7→ [0,∞] b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡. Uzasadnij »e instniej¡
funkcje borelowsko mierzalne g i h takie »e h ≤ f ≤ g i

∫
(g − h) = 0.
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