Analiza matematyczna 2B, Lista 9
1. Uzasadnij ze jesli A C [0,1] jest mierzalny, to dla dowolnego ¢ > 0 istnieje
skoriczona rozdzina otwartych odcinkéw roztacznych {I;} taka ze przy B = )", I;
mamy M;(A—B)+ M;(B—A) <e.
2. Niech f : [0,1] — [0,1] bedzie funkcja zadana wzorami f(z) = 2z dla
z€[0,4]i f(z) =2(1 —z) dla z € (1,1]. Niech f~'(A) oznacza przeciwobraz,
za$ dla n > 1 niech f~"(A) = f~1(f~""V(A)). Uzasadnij 7e

1. Dla dowolnego odcinka I C [0,1] mamy M;(f~'(I)) = My(I).
2. Dla dowolenego mierzalnego A C [0,1] mamy M;(f~'(A)) = M;(A).

3. Dla dowolnego odcinka I zbior I,, = f~"™(A) jest suma 2" odcinkéw, przy

tym I, N [£, BEL) jest odcinkiem dtugosci 27" M (I).

4. Dla dowolnych odcinkéw I i J mamy

Jim My (J 0 f7" (1) = Mi(J)Ma(I)

5. Dla dowolnych mierzalnych A, B C [0, 1] mamy

lim My(A N f71(B)) = Mi(A)Mi (B)

Wskazowka: punkt 5 wynika z 4 i zadania 1.

3. Niech f bedzie funkcja mierzalng z [0,1] w [0, 1] ktéra ma mierzala funkcje
odwrotna i taka ze My (f(A)) = M;1(A). Niech A C [0, 1] bedzie zbiorem dodat-
niej miary. Uzasadnij zZe istnieje taka dodatnie liczba catkowita n ze AN f(A)
jest dodatniej miary. Niech

B={x:€ A:3,~of"(x) € A}

Uzasadnij ze M;(A — B) = 0.
Wskazawka: Zauwaz ze zbiory A, f(A),..., f"(A),... nie moga by¢ roztaczne.
4. Uzasadnij ze nastepujace funkcje sa borelowsko mierzalne: cze$é catkowita,
cze$¢ utamkowa, pozycja pierwszej niezerowej cyfry, ilo§¢ poczatkowych jedynek
w rozwinieciu dziesietnym.
5. Niech f : R — R bedzie dowolng funkcjg. Funkcje g defininujemy nastepu-
jaco:

g(x) = lim sup f(y)

y—x

Uzasadnij ze g jest borelowsko mierzalna.
6. Niech f : R — R bedzie dowolng funkcja. Uzasadnij ze pochodna f jest
borelowsko mierzalna (tam gdzie jest zdefiniowana).
7. Niech X bedzie dowolnym zbiorem za$ A;, ¢ = 1,... beda podzbiorami X.
Niech

flx)=) 2714,
i=1

Uzasadnij ze f(z) € [0,1] i ze przeciwobraz F~*(A) dowolnego podzbioru bore-
lowskiego A C [0, 1] nalezy do o-algebry generowanej przez rodzine A;. Zalézmy
dodatkowo A; rozdzielaja punkty X, tzn. dla dowolnych z,y € X, takich ze



x # y istnieje ¢ takie ze 14, (x) # 14,(y). Uzasadnij ze wtedy f jest roznowarto-
$ciowa. Ponadto dla kazdego i istnieja podzbiory borelowskie odcinka B; takie
7e A; = f~1(B;) (jako B; mozna wziaé¢ skoriczong sume pewnych odcinkéw).
Jesli X jest przestrzenia metryczng osrodkowa za$ A; tworza baze topologii X
to A; rozdzielaja punkty. Wywnioskuj stad ze f i odwrotno$é¢ f sa borelowsko
mierzalne jako funkcje pomiedzy X i f(X) (mowimy wtedy ze X i f(X) sa
borelowko izomorficzne).

Komentarz: Podana wyzej funkcja nazywana jest funkcja Marczewskiego.

8. Niech X bedzie przestrzenia metryczna osrodkowa, zas p bedzie miara na
podzbiorach borelowskich X taka ze u(X) = 1. Uzasadnij ze instnieje podziér
A C [0,1] i funkcja borelowsko mierzalna f : A — X taka ze dla dowolnego
borelowskiego B C X mamy u(B) = M;(f~'(B)) gdzie M; oznacza miarg
zewnetrzng Lebesgue’a.

Wskazéwka: Uzyj poprzednie zadanie by otrzymac A, f i miare v na A taka ze
u(B) = v(f~1(B)). Nastepnie uzyj zadania 5 i 6 z poprzedniej listy by zastapi¢
v przez M.

9. Niech X bedzie przestrzenia z miara zas F; beda zbiorami roztacznymi takimi
ze ;o E; = X. Uzasadnij ze dla dowolnej funkcji mierzalnej f : X — [0, 0]

mamy réwnosc
o0
/ F=> / I
i=1" B

10. Niech f : R™ — [0,00] bedzie funkcja mierzalng. Uzasadnij ze instnieja
funkcje borelowsko mierzalne g i h takie ze h < f < g1i [(g9 —h) =0.



