Analiza matematyczna 2B, Odpowiedzi na pytania
1. Wiadomo 7e f ma calka ktéra jest funkcja elementarng za$ g nie ma catki
elementarnej. Czy f + g moze mie¢ catke elementarng?
Nie. Gdyby f + ¢ mialo caltke elementarna I, za§ f mialo catke elementarna .J
to I — J byloby calka elementarng z g co datoby sprzecznosé z zalozeniem.
2. Niech f : R? — R? bedzie funkcja ciagly. Czy przeciwobraz f~1(A) zbioru
A mierzalnego wzgledem miary Lebesgue’a musi by¢ mierzalny?
Nie. Jedli obraz f jest miary zero to dowolny podzbiér obrazu jest mierzalny,
czyli przeciwobraz dowolnego zbioru bylby mierzalny. Ale jesli f to rzut z
plaszczyny na prosta (czyli obraz to prosta, a wiec obraz jest miary zero jako
podzbior plaszczyzny), to przeciwobraz niemierzalego podzbioru prostej nie jest
mierzalny.
3. Niech f : R — R bedzie funkcja ciagla zas A bedzie zbiorem domknietym
miary Lebesgue’a 0. Czy obraz f(A) moze zawiera¢ odcinek?
Tak. Zbudowanie jednego z przyktadéw byto tresciag zadanie 8 z listy 7.
4. Niech f : R? — R? bedzie funkcja ciagla. Czy przeciwobraz f~!(A) zbioru
borelowskiego A musi by¢ zbiorem borelowskim?
Tak. To jeden z podstawowych faktow, ktory sobie udowodnili$my i wielokrotnie
z niego korzystalismy.
5. Niech f:R? — R? bedzie funkcja ciagla. Czy obraz zbioru otwartego przez
f musi by¢ zbiorem mierzalnym wzgledem miary Lebesgue’a?
Tak. Podzbiér otwarty R? mozna przedstawi¢ jako przeliczalng sume zbioréw
zwartych. Obraz zbioru zwartego przez funkcje ciagla jest domkniety. A wiec
obraz podzbioru otwartego R? jest zbiorem F,, czyli jako przeliczalna suma
zbioréw domknietych jest mierzalny.
6. Niech f : R? — R bedzie funkcja mierzalng. Wiadomo ze f € L'i f € L3.
Czy wynika stad ze f € L2.
Tak. Wynika to z nieréwnosci Holdera. Nieco ogélniejszy wynik byl trescia
zadania 3 7z listy 11.
7. Niech f: R — R bedzie funkcja spelniajaca warunek f(z+y) = f(x)+ f(y)-
Czy f musi by¢ funkcja mierzalna?
Nie. PokazaliSmy sobie ze mierzalna f spelniajaca taki warunek jest postaci
f(x) = az dla pewnego rzeczywistego a. Bylo tez powiedziane ze istnieja inne
funkcje spetniajace ten warunek i one muszg by¢ niemierzalne.
8. Niech f : R — R bedzie funkcja rosnaca. Czy f musi by¢ funkcja mierzalng?
Tak. Funkcja rosnaca ma co najwyzej przeliczalnie wiele punktéw niecigglo-
§ci. Po usunieciu punktéw nieciggtosci z dziedziny dostaniemy funkcje ciggta,
a wiec mierzalng. Lecz zachowanie na przeliczalnym zbiorze nie wplywa na
mierzalno$é, wiec f jest tez mierzalna.
9. Niech f : R — R bedzie funkcja spetniajaca warunek Holdera z wyktadnikiem
%. Czy f musi by¢ funkcja mierzalnag?
Tak. Funkcja spelniajaca warunek Holdera jest ciagla, a wiec mierzalna.
10. Niech A bedzie podzbiorem prostej nie zawierajacym zadnego odcinka.
Czy wynika stad ze suma kompleksowa A+ A = {z+y: 2,y € A} nie zawiera
zadnego odcinka.
Nie. Na wykladzie bylo pokazane ze jesli A ma miare dodatnig to A + A za-
wiera odcinek. Latwo daje sie zbudowaé zbiory miary dodatniej nie zawierajace
odcinka, np. bierzemy zbioér liczb niewymiernych.
Komentarz: Mozna tez zbudowac zbiér miary zero taki ze A+ A zawiera odcinek.
Mianowicie, niech B bedzie podzbiorem odcinka [0, 1] sktadajacym sie z tych



liczb ktorych kazda parzysta cyfra w zapisie przy podstawie 2 to 0, za§ C sktada
sie z tych liczb ktoérych kazda nieparzysta cyfra w zapisie przy podstawie 2 to 0.
Latwo pokazac ze [0,1] = B+ C i ze B oraz C sa miary 0. Wtedy A = BUC
jest miary 01 [0,1] C A+ A.



