
Analiza matematyczna 2B, Odpowiedzi na pytania

1. Wiadomo »e f ma caªk¡ która jest funkcj¡ elementarn¡ za± g nie ma caªki
elementarnej. Czy f + g mo»e mie¢ caªk¦ elementarn¡?
Nie. Gdyby f + g miaªo caªk¦ elementarn¡ I, za± f miaªo caªk¦ elementarn¡ J
to I − J byªoby caªk¡ elementarn¡ z g co daªoby sprzeczno±¢ z zaªo»eniem.
2. Niech f : R2 7→ R2 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Czy przeciwobraz f−1(A) zbioru
A mierzalnego wzgl¦dem miary Lebesgue'a musi by¢ mierzalny?
Nie. Je±li obraz f jest miary zero to dowolny podzbiór obrazu jest mierzalny,
czyli przeciwobraz dowolnego zbioru byªby mierzalny. Ale je±li f to rzut z
plaszczyny na prost¡ (czyli obraz to prosta, a wi¦c obraz jest miary zero jako
podzbiór pªaszczyzny), to przeciwobraz niemierzalego podzbioru prostej nie jest
mierzalny.
3. Niech f : R 7→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ za± A b¦dzie zbiorem domkni¦tym
miary Lebesgue'a 0. Czy obraz f(A) mo»e zawiera¢ odcinek?
Tak. Zbudowanie jednego z przykªadów byªo tre±ci¡ zadanie 8 z listy 7.
4. Niech f : R2 7→ R2 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Czy przeciwobraz f−1(A) zbioru
borelowskiego A musi by¢ zbiorem borelowskim?
Tak. To jeden z podstawowych faktów, który sobie udowodnili±my i wielokrotnie
z niego korzystali±my.
5. Niech f : R2 7→ R2 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Czy obraz zbioru otwartego przez
f musi by¢ zbiorem mierzalnym wzgl¦dem miary Lebesgue'a?
Tak. Podzbiór otwarty R2 mo»na przedstawi¢ jako przeliczaln¡ sum¦ zbiorów
zwartych. Obraz zbioru zwartego przez funkcj¦ ci¡gª¡ jest domkni¦ty. A wi¦c
obraz podzbioru otwartego R2 jest zbiorem Fσ, czyli jako przeliczalna suma
zbiorów domkni¦tych jest mierzalny.
6. Niech f : R2 7→ R b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡. Wiadomo »e f ∈ L1 i f ∈ L3.
Czy wynika st¡d »e f ∈ L2.
Tak. Wynika to z nierówno±ci Höldera. Nieco ogólniejszy wynik byª tre±ci¡
zadania 3 z listy 11.
7. Niech f : R 7→ R b¦dzie funkcj¡ speªniaj¡c¡ warunek f(x+ y) = f(x)+ f(y).
Czy f musi by¢ funkcj¡ mierzaln¡?
Nie. Pokazali±my sobie »e mierzalna f speªniaj¡ca taki warunek jest postaci
f(x) = ax dla pewnego rzeczywistego a. Byªo te» powiedziane »e istniej¡ inne
funkcje speªniaj¡ce ten warunek i one musz¡ by¢ niemierzalne.
8. Niech f : R 7→ R b¦dzie funkcj¡ rosn¡c¡. Czy f musi by¢ funkcj¡ mierzaln¡?
Tak. Funkcja rosn¡ca ma co najwy»ej przeliczalnie wiele punktów nieci¡gªo-
±ci. Po usuni¦ciu punktów nieci¡gªo±ci z dziedziny dostaniemy funkcj¦ ci¡gª¡,
a wi¦c mierzaln¡. Lecz zachowanie na przeliczalnym zbiorze nie wpªywa na
mierzalno±¢, wi¦c f jest te» mierzalna.
9. Niech f : R 7→ R b¦dzie funkcj¡ speªniaj¡c¡ warunek Höldera z wykªadnikiem
1
2 . Czy f musi by¢ funkcj¡ mierzaln¡?
Tak. Funkcja speªniaj¡ca warunek Höldera jest ci¡gªa, a wiec mierzalna.
10. Niech A b¦dzie podzbiorem prostej nie zawieraj¡cym »adnego odcinka.
Czy wynika st¡d »e suma kompleksowa A+ A = {x+ y : x, y ∈ A} nie zawiera
»adnego odcinka.
Nie. Na wykªadzie byªo pokazane »e je±li A ma miar¦ dodatni¡ to A + A za-
wiera odcinek. �atwo daje si¦ zbudowa¢ zbiory miary dodatniej nie zawieraj¡ce
odcinka, np. bierzemy zbiór liczb niewymiernych.
Komentarz: Mo»na te» zbudowa¢ zbiór miary zero taki »e A+A zawiera odcinek.
Mianowicie, niech B b¦dzie podzbiorem odcinka [0, 1] skªadaj¡cym si¦ z tych
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liczb których ka»da parzysta cyfra w zapisie przy podstawie 2 to 0, za± C skªada
si¦ z tych liczb których ka»da nieparzysta cyfra w zapisie przy podstawie 2 to 0.
Latwo pokaza¢ »e [0, 1] = B + C i »e B oraz C s¡ miary 0. Wtedy A = B ∪ C
jest miary 0 i [0, 1] ⊂ A+A.
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